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Gaye‏ هذا الكتاب إلى التأكيد على الفن بدلا من العلم في حل المسألة الرياضية» فالرياضيات هي 
فن جميل يشبه الرسم والنحت والموسيقى. وحيث إن الفن يتضمن الشغف. والمشاعرء وربا القليل من 
الجنون فإن الناس الذين لا يفهمون الجزء JH‏ من الرياضيات يعتقدون أن الموضوع يتعلق بتطبيق منطق 
جاف لحل التمارين الكمية العقيمة. التحدي الذي يواجهنا عند محاولة حل أي مسألة رياضية هو الانتقال 
من حالة مبدئية نشعر UNE‏ بالخوف والذعر والإحساس بالضياع وفقدان الأمل إلى حالة أخرى مختلفة 
LE‏ عندما نجد حلاً جميلاً ومدهشاً للمسألة التي أمامنا. وهذا هو الفن في حل المسألة الرياضية. 


تم تنظيم فصول الكتاب بحيث تتمحور حول المنهجية العامة لحل المسألة الرياضية» وباستثناء 
الفصل الأول فإن كل فصل من فصول الكتاب ناقش أحد خطوات المنهجية العامة لحل المسألة الرياضية. 
ويشير الكتاب إلى وجود العديد من الخطوات المختلفة ‏ التي قد تبدو أحياناً متشاببة - لحل المسائل. لذلك 
فإن الخطوات التي سار عليها الكتاب في حل المسألة ليست هي الخطوات الوحيدة كا أنها ليست الخطوات 
الأصلية بالكاملء إنها ببساطة الخطوات التي كانت مفيدة في حل العديد من المسائل. 

يتحدى الكتاب العبارة التي تقول إن الرياضيات هي dle‏ يقتصر على العباقرة الفطريين. 
فالحقيقة أن كل ما هنالك أن البشر عادة لا يمتلكون الكفاءة المطلوبة في الرياضيات» حيث إن العقول 
البشرية ليست مصممة لمارسة الرياضيات» ويشير الكتاب أن العبقرية الرياضية هي نتاج للعمل 
الشاق والمضني أكثر من Y gaa le gS‏ فطرية تولد مع الإنسان. ويرى المؤلف أنه يمكننا أن نصل لما يبدو 
أنه حلول معقدة للمسائل الرياضية من خلال الاستكشاف المكثف. فالصورة التي تظهر العبقري وقد 
تناول فنجاناً من القهوة مساء يوم الأحد وتوصل بهدوء إلى الفكرة العبقرية الصحيحة لحل المسألة 
هي على الأغلب مجرد وهم. فنحن وبشكل ple‏ عندما نطلع على مسألة رياضية محلولة sahla‏ 
المضنية والمحاولات الفاشلة التي تم القيام بها للوصول إلى حل هذه المسألة. 
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ويؤكد الكتاب على أن الخطوة الأكثر أهمية من ضمن خطوات عملية حل المسألة الرياضية هي 
الخطوة المتعلقة بفهم المسألة التي نحاول حلها. هذه الخطوة أكثر أهمية من باقي خطوات عملية حل 
المسألة الرياضية الأخرى؛ EN‏ المكان الذي عادة ما يتعثر ويفشل فيه الكثير من الناس» lel‏ طبيعة 
بشرية حيث إننا نريد أن نسرع ونجتاز هذه الخطوة للوصول إلى الأشياء الأكثر متعة مثل استكشاف 
Ady ULA‏ ولكن إذا لم تفهم المسألة بشكل واضح. وتفهم أهدافها وقيودهاء فإما SLI‏ ستفشل في 
حلهاء أو أنك ستحل المسألة الخطأ. ويسلط الكتاب الضوء على عملية استكشاف المسألة» حيث يرى 
أننا قد لا نكون قادرين على حل جميع المسائل التي تواجهناء لكننا سنكون قادرين على فهم الطريقة» كما 
سنكون قادرين على فهم كيف يتعامل الرياضيون مع المسائل الجديدة في الرياضيات. كما أن التفكير 
بشكل نقدي وإبداعي هي مهارات مهمة يمكن أن نتعلمها من خلال التعامل مع المسائل الرياضية. 
وبدلاً من تقديم مجموعة من النظريات متبوعة بعدد من PER el‏ قام الكتاب بتجنب الذهنية المتمركزة 
حول الأداة» حيث يرى أن النظريات وعلى الرغم من أميتها تشبه الأدوات التي يجب استخدامها بروية 
وتأن» فالأدوات وحدها غير قادرة على منحنا نجاراً متميزأ وخبيراء بل على العكس فالنجار الخبير هو 
القادر على التوظيف الناجح والاستخدام الجيد للآأدوات» وهذا السبب تم استخدام النظريات بشكل 
قليل في الكتاب كلما دعت الحاجة لذلك» وضمن سياق حل المسائل الرياضية. 

قدم الكتاب مجموعة من المسلمات للتعامل مع حل المسائل الرياضية» وقد جاءت على شكل 
نصائح للساعين إلى النجاح في حل المسائل الرياضية» |S‏ استخدم الكتاب مجموعة من التكتيكات الرياضية 
التي تساعدنا بشكل كبير في التعامل مع المسائل الرياضية» وتسهل علينا حل المسائل الرياضية الصعبة. 

Lely‏ فإنني أنصح جميع المهتمين بالرياضيات وطرائق تدريسها بالاطلاع على هذا الكتاب» 
وذلك لتناوله موضوعاً Ego‏ جداً وهو حل المسألة الرياضية» ومحاولة تقديمها بطريقة سلسة ومنظمة 
فيها الكثير من Gall‏ وال بداع» بالإضافة إلى تقديم العديد من الإستراتيجيات الفاعلة في التعامل مع 
المسائل الرياضية التي تعطينا الوسائل اللازمة لمواجهة هذه المسائل ومساعدتنا على حلها. 

Mids‏ الكتاب أهمية كبيرة للمهتمين بأولبياد الرياضيات» حيث إنه يقدم العديد من 
الاقتراحات التي تطور وتحسن من قدرة الطلاب في التعامل مع مسائل الأولمبياد. ويمكن الاستفادة 
منه في تطوير برامج تدريبية يتم تقديمها للطلاب المشاركين في أولبياد الرياضيات. 
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أدين SL‏ العميق للرياضيين القدامى مثل: أرخميدس (Archimedes)‏ (الميكانيكا). 
وإقليدس (Euclid)‏ (الهندسة)» وأبولونيوس (Apollonius)‏ (القطوع المخروطية) الذين كانوا رواد 
التفكير المنضبط في الرياضيات. وعلى وجه الخصوص أرخميدس الذي علمني التفكير بعمق حتى في 
الأفكار البسيطة» كا أقدم امتناني وشكري العميق للرياضيين الروس المعاصرين العظاء مثل: آندريه 
كولجوروف الذي تيز بكتاباته التفسيرية الرائعة cle‏ حيث إنني وبدون الاستعانة بكتب 
الرياضيات الرائعة للعلاء الروس كنت سأعاني من الفقر الفكري. 

كما أدين بالشكر الأكبر أو على الأقل بالدرجة نفسها لمنظمة بريليانت وهي منظمة مرموقة. 
وقد وفر لي موقعهم الإلكتروني (www.brilliant.org)‏ العديد من التحديات والدوافع الرياضية 
المدهشة» كا أن العديد من المسائل في هذا الكتاب تم الحصول عليها من هذا الموقع» ومع ذلك UG‏ 
قمت بحل جميع المسائل بطريقتي الخاصة» وذلك في محاولة لشرح أسلوبي الخاص في التفكير» وهدفي 
هنا هو تدريس الرياضيات باعتباره نوعاً من أنواع الفنون. 

صديقي وزمیلي العزن: كريستيان ها زيلبيرغ (Christian Hassrlberg)‏ يستحق مني را 
خاصًاء حيث إنه مفكر مبدع وأصيل Le party‏ في Sle‏ الأعمال والإدارةء UUS‏ كان له شخصية 
هزلية مرحة ومزاج مبتكر وفرلي المزيد من PLAY‏ لدراسة الرياضيات» وبخلاف الكثير من الناس لم 
يسألني كريستيان أبدًا السؤال: BU‏ تضيع الكثير من الوقت في دراسة الرياضيات؟ وبدلاً من ذلك 
كان [lo‏ يقول لي: ما هي الأشياء الأخرى التي ستقوم بها فيم| تبقى من وقتك؟ 

المسائل الواردة في هذا الكتاب مستقاة من العديد من المصادرء بعضها مسائل رياضية كلاسيكية 
من التراث الرياضى. وبعضها الآخر تم الحصول عليها من خلال العديد من المسابقات eekly‏ أو ما 
تم نشره على الموقع (www.brilliant.org) 39 NY!‏ .المصادر المتعددة got‏ المسائل الواردة في الكتاب- 
إذا كانت معروفة- تم سردها في نهاية الكتاب بعد الملاحق في قسم خاص نحت مسمى مصادر المسائل '. 
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يوجد موقع متميز لالأشخاص الذين يستمتعون بحل المسائل الرياضية والفيزيائية المثيرة 
¿sol‏ هذا الموقع هو .(www.brilliant.org)‏ المسائل المنشورة في هذا الموقع ليك ارو A‏ 
ولكنها مسائل رياضية وفيزيائية حقيقية» Bolo y‏ ما تكون مستقاة من الأبحاث أو من المسائل الواردة 
في الأولمبياد. ويتطلب حلها براعة 958 loas‏ 


لقد بدأت علاقتي الغرامية مع الرياضيات في سن السادسة. أتذكر حين بدأت النظر إلى كتب 
الرياضيات المتقدمة برموزها الغريبة وحقائقها التي لا تصدق» وتساءلت حينها: كيف يمكن للناس 
أن يفهموا مثل هذه الأشياء؟ ومنذ ذلك الوقت قمت بدراسة الرياضيات لمدة (30000) ساعة عمل 
على مدى نصف قرن. لقد قمت بدراسة UM‏ من كتب الرياضيات (بدأت بالتوقف عن العد عند 
الكتاب رقم 231( وقمت باختراع أو اكتشاف العشرات من النظريات الجديدة في dle‏ نظرية 
التركيبات العددية» وهي مجالي البحثي الرئيسى. وعلى الموقع الإلكتروني وتحت الاسم المستعار تم 
تقييمي على المستوى الخامس» وهو del‏ مستوى ممكن في أربع فئات: الجبر» والهندسة» ونظرية 
الأعداد» والتركيبات. 

وف أحد الأيام قام صديق لي مصنف على المستوى الثالث في موقع (www.brilliant.org)‏ 
بإحضار مسألة رياضية كان Gly‏ طوال الليل في محاولة لحلها لكنه لم يفلح» OIG‏ يحتاج للمساعدة. 
فسألني إن كنت أستطيع حل هذه المسألة» وخلال عشرين دقيقة قمت بحل JLM‏ بطريقتين مختلفتين. 
IL.‏ صديقي باستغراب شديد» كيف قمت بذلك؟ أجبته " بأمانة لا أعرف". والحقيقة أنه بعد 
دراستك للرياضيات أو أي موضوع آخر لمدة تزيد عن نصف قرن. تبدأ الأمور بالتخمر في دماغك. 
Lob‏ بدأت بالوصول إلى الملكة الرياضية» فدماغك وبشكل آلي يصبح قادراً على رؤية LEN‏ 


J‏ فن حل المسألة الرياضية 


والامجاهات» واستغلاها بشكل سريع. ما زال سؤال صديقي يطاردني» SIS y‏ 6 أشعر بشعور 
ساحر لا يوصف. وبعد كل شيء يبقى السؤال المنطقي: كيف يمكن لنا حقيقية حل المسائل الرياضية 
الصعبة؟ وما هي الخطوات التي يجب أن نسير عليها للوصول إلى النجاح؟ لقد بدأت التفكير بعمق 
بالخطوات الحقيقية لحل المسألة التي أميل للسير عليها. هناك بالفعل طريقة للجنون؛ لذا قررت توثيق 
هذه الخطوات لنفعتي الخاصة» ولمساعدة الآخرين في حل المسائل الرياضية. 

هدني هو التأكيد على gill‏ بدلاً من العلم في حل المسائل الرياضية» حيث إن الفن يتضمن 
الشغف. والمشاعرء وربا القليل من الحنون. الناس الذين لا يفهمون الرياضيات» be‏ وجه الخصوص 
الناس الذين لا يفهمون ذلك الجزء الج الي من الرياضيات يعتقدون أن الموضوع يتعلق بتطبيق منطق 
Ge‏ وبارد يشبه منطق الزواحف لحل التهارين الكمية العقيمة» وبالتأكيد فإن للمنطق دوراً يلعبه في 
الرياضيات» إلا cal‏ وبالنسبة للجادين في حل المسائل الرياضية والباحثين في الرياضيات» فإن الحدس» 
والشغف. والمشاعر النابعة من القلب هي أشياء مهمة تسبق العملية الاستكشافية. 


وبدلاً من تقديم مجموعة من النظريات متبوعة بعدد من التمارين» أريد أن أتجنب الذهنية 
المتمركزة حول الأداة» فالنظريات وعلى الرغم من أهميتها تشبه الأدوات التي يجب استخدامها بروية 
coli‏ فالأدوات وحدها غير قادرة على منحنا نجارا متميزاً وخبيرأء بل على العكس فالنجار الخبير هو 
القادر على التوظيف الناجح والاستخدام الجيد للأدوات؛ ولهذا السبب سوف تستخدم النظريات 
بشكل قليل كلما دعت الحاجة لذلك وضمن سياق حل المسائل الرياضية. إن عملية استكشاف المسألة 
الرياضية أهم بكثير من مجرد تلقين النظريات واستذكارها » نريد أن نتعلم كيف نتجاوز حالة الرعب 
والخوف التي تصيبنا عندما نقرأ نص المسألة الرياضية أول مرة» وذلك من خلال التمعن في عملية 
الاستكشاف التي ستقودنا في النهاية للوصول إلى حل جميل ومبتكر للمسألة. وسأحاول من خلال 
هذا الكتاب أن أعلمك كيف تقوم بذلك. المنطق وحده لن يساعدك في الوصول إلى هناك» فأنت 
ستكون بحاجة إلى الشغف. والحدس» والشجاعة؛ والإصرارء وعدم الاستهتار. 

لا بد أن أشير إلى وجود العديد من الخطوات المختلفة - التي قد تبدو أحياناً متشاببة - لحل 
المسائل. والخطوات التي سرت عليها في حل المسائل ليست هي الخطوات cr‏ كما آنا ليست 
الخطوات الأصلية بالكاملء» إنها ببساطة الخطوات التي كانت مفيدةلي. ولا يوجد أي شخصين يتبعان 
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الخطوات نفسها في حل مسألة رياضية ماء وعلى الرغم من أن البشر يمتلكون استعدادات ودوافع 
وشخصيات مختلفة» فإنه يوجد العديد من GIG‏ والمبادئ» والنظريات المشتركة التي يمكن 
دراستهاء وتعلمهاء وإتقانها. هدفي هو تقديم إستراتيجيتي وخطواتي في حل المسائل وكل fal‏ أنك 
سوف تتعلم من هذه الخطوات وتتبناها لتصبح جزءا من أسلوبك الخاص والمبدع. وبعد كل شىء فإن 
ما تحتاجه هو القليل من المارسةء Ee AG‏ هي كلمة السر في النجاح» وليس القدرات الفطرية» أو 
العبقرية التي نمتلكها. فالرياضيات المدهشة والرائعة لم ls‏ ولكنها مثل الفولاذ في مرجل حل 
المسائل الرياضية المثيرة للتحدي. أتمنى لك حظاً طيبأ في مسعاك لكي تصبح على مستوى Je‏ في حل 
المسائل الرياضيات. 

تم تقسيم الكتاب إلى بابين» الباب الأول يتناول خطوات حل المسائل الرياضية 
وإستراتيجياتباء Lb‏ يحتوي الباب الثاني على مجموعة من المسائل الرياضية الصعبة مع مناقشة كاملة 
للمسائل والحلولء والمسائل التي تضمنها الباب الثاني cele‏ على شكل مسائل رياضية في إطار 
الأولمبياد» حيث إنها تشبه الأولبياد بالنسبة للرياضيين» لكن لا تقلق» فأنا أريد أن أشعرك بآنك جالس 
حول المدفأة تحل المسائل الرياضية مع عمك العزيز ريك . سوف il‏ أنفسنا في رحلة dare‏ لحل 
المسائل الرياضية نتشارك فيها أفكارنا ومشاعرنا وشغفنا. هذه هي الطريقة التي تعمل بها الرياضيات 
الحقيقية» ومن المحتمل أن هذا هو السبب الذي يجعلنا نبدو غريبي الأطوار مقارنة مع زملائنا. 


المؤلف 


العديد من المسائل الرياضية في الأولبياد يمكن حلها بسهولة 151 كان لديك الفكرة الذكية 
والصحيحة» والصعوبة هنا تكمن في أن "الفكرة الذكية والصحيحة" عادة ما تكون ذكية لدرجة أنها 
تشبه الأرنب الذي يريد الساحر أن يخرجه من تحت القبعة» وعندما تظهر لك الفكرة الذكية تشعر 
بالغباء؛ وذلك OV‏ الفكرة مبدعة lia‏ وبعيدة كل البعد عن عمليات التفكير الاعتيادية لديناء حيث 
تشعر أنك لا تستطيع التفكير في مثل هذه الفكرة من تلقاء نفسك» وبالتأكيد فإن من لديهم عبقرية 
فائقة هم الوحيدون القادرون على الحصول على مثل هذه الأفكار. وهذا يشكل تحديًا جديا للراغبين 
في التعامل مع حل المسألة الرياضية» فإذا لم تكن عبقريًا بالفطرة» فهل هذا يعني أنه لا يوجد لديك أي 
أمل في حل مسائل رياضية صعبة وحقيقية» وهل يوجد طريقة ما تمكن الإنسان العادي من تجاوز 
العقبات العقلية للوصول إلى اكتشاف الفكرة الذكية والصحيحة التي تحل المسألة؟ 

بعد العديد من السنوات في التعامل مع المسائل الرياضية أصبح لذي العديد من SIA‏ 
والأفكار التي تتعلق بحل المسائل الرياضية الصعبة. أولاً: أنا أتحدى العبارة التي تقول إن الرياضيات 
هي de‏ يقتصر على العباقرة الفطريينء فالحقيقة أن كل ما هنالك أن البشر عادة لا يمتلكون الكفاءة 
المطلوبة في الرياضيات» حيث إن العقول البشرية ليست مصممة لمارسة الرياضيات. إنها أحد DEY‏ 
الجانبية التطورية - حادث طبيعي - هي التي تمكننا من القيام بأي تفكير رياضي على الإطلاق» وأعتقد 
أن العبقرية الرياضية هي نتاج للعمل الشاق والمضني أكثر من Le gS‏ ميولاً فطرية تولد مع الإنسان. 

ثانيا: يمكننا أن نصل لا يبدو أنه حلول معقدة للمسائل الرياضية من خلال الاستكشاف ES‏ 
فالصورة التي تظهر العبقري وقد تناول فنجاناً من القهوة مساء يوم الأحد وتوصل بهدوء إلى الفكرة 
العبقرية الصحيحة لحل المسألة هي على الأغلب مجرد وهم» فنحن وبشكل عام عندما نطلع على مسألة 
رياضية محلولة لا نرى الجهود المضنية والمحاولات الفاشلة التي تم القيام مها للوصول إلى حل هذه المسألة. 


ع فن حل المسألة الرياضية 


المفتاح الرئيس في حل العديد من المسائل الرياضية الصعبة يكمن في الأنماط الأساسية التي 
تظهر من خلال المسألة نفسهاء فبعد قراءة المسألة وفهمها يجب عليك أن تستكشف ios y ULA‏ 
الاستكشاف هذه تنتج البيانات» وهي بدورها تنتج الأناطء والأناط على الأغلب [Slo‏ ما تكون 
مهمة» حيث إنها وبدقة هي التي توفر لنا الفكرة المفتاحية - الرؤية البراقة - التي تسمح YU‏ بحل 
المسألة. وبمجرد أن تحدد النمط» قم بصياغته على شكل تخمين» ثم قم بإثبات هذا التخمين من خلال 
استخدام إستراتيجيات البرهان الرياضية الأساسية. وعند هذه النقطة أصبحت قريبًا من الوصول إلى 
الحل» حيث إنك وجدت الفكرة المفتاحية لحل مسألتك. ومن وجهة النظر هذه فإن المهارة الأساسية 
والمهمة لحل المسائل الرياضية هي عملية استكشاف LM‏ إذ إن "الاستكشاف"» وليس العبقرية 
الفطرية» هي كلمة السر في النجاح في حل المسائل الرياضية. 

في هذا الكتاب سوف نسلط الضوء على عملية استكشاف المسألة» من الممكن ألا تكون قادرًا 
على حل ur‏ المسائل الرياضية التي تواجههاء لكن ستكون قادرًا على فهم الطريقة» ىا ستكون قادرا 
على فهم كيف يتعامل الرياضيون مع المسائل الحديدة في الرياضيات. كا أن التفكير بشكل نقدي 
وإبداعي هي مهارات مهمة يمكن أن نتعلمها من خلال التعامل مع المسائل الرياضية. 


A goll عن‎ 


Olea dl y هو مهندس كهربائي ورياضى.‎ (Richard M Beekman) ريتشارد سكيان‎ 

متخصص في نظرية OLS‏ العددية» ولديه أكثر من ورقة بحثية منشورة في هذا المجال» كما أنه 
مخترع دالة التوليد اللوغاريتمي ودالة التوليد الملاحظ اللتين OAT‏ من الأدوات الجديدة في SLE‏ نظرية 
التركيبات العددية. dey‏ الموقع الإلكتروني وتحت الاسم المستعار تم تقييمه على المستوى الخامس» 
وهو أعلى مستوى تمكن في الجبر وال هندسة ونظرية الأعداد والتركيبات. وقد قام السيد OS‏ بدراسة 


الرياضيات طوال cole‏ وهو يقيم في مدينة سانت لويس في ميسوري. 
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Ja ¿alos‏ المسالة الرياضية 


JD) Yan) 


عملبة Ja‏ المسالة 


تم تنظيم فصول الكتاب بحيث تتمحور حول المنهجية العامة لحل المسألة الرياضية؛ وباستثناء 
هذا الفصل الأول فإن كل فصل من الفصول اللاحقة سيناقش خطوة واحدة من خطوات المنهجية 
العامة لحل المسألة الرياضية. 

لكي تكون جيداً في عملية حل المسألة الرياضية يجب أن يكون لديك الاستعداد للسير نحو 
اللجهول» وخوض المخاطر الصعبة» واستكشاف مناطق جديدة» |S‏ يجب أن تضع في اعتبارك إمكانية 
الضياع وفقدان الطريق الصحيح. فمنهجيتي العامة في حل المسألة يمكن التعبير عنها من خلال عدد من 
الخطوات المتسلسلة» ولكن ما عليك فهمه جيدا أن هذه ol gell‏ عند الممارسة الحقيقية ليس بالضرورة أن 
تنفذ بالترتيب الذي وردت ad‏ فعندما تفشل إستراتيجياتك في حل المسألة. وتشعر بالضياع قد تكون 
بحاجة إلى العودة إلى البدايةء أو إلى الخطوات السابقة في هذه المنهجية. لا تقلق بشأن «el‏ فهذا طبيعي 
LL‏ حيث إن ارتكاب الأخطاء ومعالجتها من خلال أفكار جديدة جزء لا يتجزأ من منهجية حل المسألة. 

نقدم lad‏ يلي ا لخطوات الأساسية لحل المسائل الرياضية الصعبة: 

الخطوة .١‏ تغلب على خوفك. (هذه هي سيكولوجية حل المسألة) 

الخطوة ۲. افهم المسألة. 

الخطوة ”. استكشف المسألة وابحث عن IG‏ 

الخطوة ٤‏ . صغ تخميناتك. 

الخطوة ه. أثبت تخميناتك وحل المسألة. 


£ فن حل المسألة الرياضية 


الخطوة ". Gat‏ من حلك. 

الخطوة ۷. لمع الحجر. 

الخطوة 8. راجع وتعلم. 

هذه الخطوات الثاني تتضمن العمليات التي ale‏ ما استخدمها في حل المسائل الرياضية 
الصعبة والمشابهة للمسائل التي تأتي في الأولبياد. نحن بحاجة أن نضع بعضاً من اللحم على العظمء 
وسنقوم بذلك في الباب الثاني من الكتاب» حيث نجلس عند المدفأة ونتحدث عن حلول بعض 
المسائل الرياضية الحيدة. 

عندما نحل المسائل الرياضية علينا أن نتسم بالمرونة في التفكير» وعلينا التفكير في هذه 
الخطوات الثانية باعتبارها إطاراً عاماً لحل المسائل الرياضية ونتجنب النظر إليها كوصفة طبية يجب 
اتباعها في جميع الحالات. 

وقبل أن ننطلق إلى التفصيلات المتعلقة IS‏ خطوة من هذه الخطوات الثاني» دعونا نتوقف 
SG‏ لنناقش ماذا يعني الرياضيون بعبارة "حل المسألة الرياضية". 

في البداية لا بد أن نشير إلى أن الرياضيين يهتمون بالمسائل وليس بالتمارين. فالتمارين هي الأشياء 
التي يتم تعلمها في المدارس العامة» وتتسم YL‏ قياسية» ونمطية» وجاهزة» ومفهومة» ومعرّفة بشكل 
واضح. حل هذه التهأرين لا يحتاج سوى تعويض بعض الأعداد في قاعدة أو صيغة سحرية مثل الصيغة 
العامة للمعادلة التربيعية» حيث تتناول آلتك الحاسبة» وتقوم بدون تفكير بتعويض بعض الأعداد ثم 
تضغط على أحد الأزرار لتحصل على الجواب» ومن ثم تحصل على تقدير "A"‏ في مقرر الجبر في المدرسة. 

دعوني أصدقكم القول» ليس هذا ما يعنيه الرياضيون بكلمة "مسألة"» فالمسألة الرياضية 
الحقيقية هي شيءٌ ما جديد يشعرك بالخوف عندما تراه للمرة الأولى» وربا تشعر بالضياع وتفقد الأمل 
في قدرتك على ole!‏ الحل» حيث لا يوجد لديك cilo p‏ أو خارطة طريقء أو هدايا مجانية تبط Ello‏ 
من السماء. فأنت تمشى وحيداً في طريق مظلم في غابة مظلمة في ليلة شديدة الظلمة وعليك وحدك أن 
تمد حلا هذه المسألة» حيث إنها تتطلب منك أن تبحث بعمق عن أفكار جديدة وخخلاقة» وربما تتعرض 


لخطر السقوط والفشل» ولكن عليك أن تبقى صامداً وتحاول النهوض من جديد. إن المسألة الرياضية 


عملية حل المسألة 0 
الحقيقية هي شيءٌ ما يشعرك بالعجز والضياع وعليك أن تجد طريقاً ما للخروج من هذا المأزق. 
وخلال هذا الطريق قد تجد نفسك مضطرًا OY‏ تخترع رياضيات جديدة أو تثبت نظريات جديدة. 
إن حل المسألة الرياضية هو شيء يختلف عن جرد إيجاد الجواب هذه المسألة» وهي ببساطة ليست 
جرد رقم مثل " 5 ". عندما يطلب الرياضيون حلا لمسألة رياضية فإنهم يبحثون عن تسلسل واضح من 
الخطوات المنطقية التي تتسم بالأصالة» والاتزان» والثبات» توضح بشكل N‏ صحة عبارة رياضية 
ما أو استنتاج معين. وهذا يمثل مستوىّ عاليًا or‏ من التميز في التفكير التقدي والإبداعي. 


دعونا الآن نستكشف كل خطوة من خطوات المنهجية العامة لحل المسألة الرياضية. 


2) ga) 


تغلب gle‏ خوافك 


سيكولوجية حل المسألة 

إن الجزء الأكثر صعوبة في حل المسألة الرياضية يتمثل في تجاوز الصدمة النفسية الأولية عند 
قراءة نص المسألة. فالمسائل الرياضية عادة ما تكتب باستخدام رموز dole‏ ومصطلحات تخصصية. 
ويمكن لما أن تكون مخيفة لحد كبير للناس الذين ليسوا على دراية ái‏ الرياضيات» وحتى a‏ الناس 
الذين لديم دراية تامة باللغة الرياضية يجدون صعوبات في التعامل مع المسائل الرياضية حيث إن المسائل 
الحقيقية في الرياضيات (البحثية أو الأولمبياد) لا تشبه ect Gl‏ آخر al‏ من قبل» حيث des hel‏ 
العكس من التمارين والتدريبات» تتسم بالصعوبة حتى لأفضل العقول الرياضية. البشر بطبعهم غير 
جيدين في الرياضيات» حيث إن قدراتنا الطبيعية غير المدربة على التفكير المجرد بالكاد تكفي لإدراك 
الرياضيات في أي مستوى من مستوياتهاء كا أن أكثر العقول الرياضية تميزاً لا بد أن تعاني - ربا للعديد 
من السنوات - لفهم المسائل الرياضية الصعبة. إن أي تفكير بأنك ee‏ لست ESS‏ بها AS‏ أو لا 
قتلك الكفاءة اللازمة لحل المسائل الرياضية سوف يكون له عواقب Age‏ بالنسبة لك» ومن aS‏ فإن 
عليك أن تبعد تماما من رأسك GI‏ أفكار سلبية تتعلق بكونك غير مؤهل لحل المسائل الرياضية. 


Mas li 


ما الذي يتطلبه الأمر حقا لتصبح جيداً في حل المسائل الرياضية؟ ربا تعتقد أن الأمر يتعلق 
بشىء ما مثل القدرات الطبيعية» أو امتلاك الموهبة» أو الحصول على درجة عالية في اختبارات الذكاء. 


A‏ فن حل المسألة الرياضية 


وفي الحقيقة أجريت العديد من الدراسات المتعلقة بهذا الموضوعء وحصت إلى أن العامل الرئيس 
الذي يساعدك على أن تصبح Sle las‏ من المجالات هو cio ll‏ وبشكل عام فإنك تحتاج 
إلى 10,000 ساعة من الدراسة والمارسة لتصبح خبيراً في أي Jle‏ من المجالات: العزف على SI‏ 
أو الفيزياء النووية» أو الرياضيات. إن هذه أخبار جيدة حيث إنها تعني آنك لديك الإمكانية لتصبح 


ü 
zu 


بارعا في حل المسائل الرياضية» حيث إن كل ما تحتاجه هو الدراسة والمارسة. إن الأمر هذه البساطة! 


SS‏ فى أنك خبر فى حل المسألة 
„se‏ سلبيًا بالمسألة كأن تقول "أنا لست جيداً في الرياضيات» ومن VF‏ يمكنني أبداً أن أحل مسألة 
مثل coda‏ عليك أن تفكر J gy Ble]‏ "إن هذه مسألة dare‏ قد يكون بإمكاني أن أكتشف أو أئبت 
نظرية رياضية جديدة . 

بالنسبة لي ob‏ التفكير في أنك لا تستطيع حل مسألة رياضية يشبه لحد كبير تفكير الصياد بأنه 
غير قادر على التقاط أي سمكة من المحيط. U‏ يتملكك هذا التفكير؟ أعتقد أن السبب في ذلك يعود 
إلى أن معظمنا لم يتعامل مطلقاً مع مسائل رياضية حقيقية» حيث إن النظام المدرسي السائد تم تصميمه 
بشكل لا يساعد على الحصول على مفكرين مستقلين ومبدعين. 


الخرافات الرياضية 

يجب علينا التخلص من العديد من الخرافات القديمة التي ل تعد JÉ‏ نفعاًء ونستبدها بنموذج 
عقلى أفضل لحل المسائل الرياضية» وفيا Ob‏ العديد من الخرافات التى يمكن أن تكون قد سمعتهاء 
ونا آنا a sn ell‏ ماع dla Si‏ 

الخرافة .١‏ يجب أن تكون عبقريا لكي تفهم الرياضيات. 

الخرافة ۲. لا يوجد شىء جديد لتكتشفه في الرياضيات. 

الخرافة „us Y‏ للحصول على درجة الدكتوراه لكي تقوم ناكتشافات رياضية حل يده . 


الخرافة ٤‏ . الرجال فقط هم الجيدون في الرياضيات» وليس النساء. 

الخرافة ه. الشباب فقط هم القادرون على اكتشاف الأفكار الحديدة والمميزة. 
الخرافة ". الرياضيات ليست أكثر من مجرد منطق. 

الخرافة ۷. المشاعر لا مكان لما في الرياضيات. 


ا اول ان Bioy‏ 

ا لخرافة ‏ هي أسطورة تسبب الوهن بشكل خاص لأي شخص يريد أن يصبح جيداً في حل 
المسائل الرياضية. هنالك سوء فهم كبير بأنك يجب أن تكون USS‏ لكي تفهم الرياضيات» ويجب أن 
تكون عبقريًا لكي تكتشف معرفة رياضية جديدة. إن هذا غير منطقي! فالعبقرية مفهوم غامض le p‏ 
cla‏ حيث إن بعض الناس يعتقدون أنك تُولّد عبقريا. المشكلة في وجهات النظر هذه أنها غير جديرة 
بالثقة» حيث إنك لا تستطيع البدء بالعمل ¿lo‏ على هذه المفاهيم. آنا GA‏ رؤية مختلفة للعبقرية: 
العبقرية هي نتاج للعمل الشاق. 

هناك العديد من المسائل الرياضية التي تبدو صعبة ولكن ها حلول بسيطة وذكية. إذا بدأت 
حل المسألة وأنت تعتقد أنك ستكون عبقريًا وستجد حلا برّاقاًِ ستقع في خطر إضاعة بعض الوقت 
في حاولات خارج الصندوق» ثم تكتشف أنك لم تصل إلى أي شيء. المنحى الأفضل للدخول في حل 
المسألة هو أن تركز على المهمة التي بين يديك» لا تحاول أن تكون حذقاء وبدلاً من ذلك حاول أن 
تستكشف المسألة» وتجزئها إلى مجموعة من el‏ وتنظر إلى الحالات الصغيرة» وتجمع البيانات 
العددية وتحللهاء وتبحث عن DENT‏ وبعد بذل القليل من العمل الشاق ستكتشف BEN‏ التي 
ستقودك إلى JH‏ الصحيح الذي ربماء وبعد كل ذلك» ستجده بسيطاً وبرّاقاً. 


كن مثابراً 
ولكن المسائل الرياضية الحقيقية صعبة» وستتحدى قدراتك الإبداعية للوصول إلى الحل. فالإصرار 
بالتأكيد سوف يؤتي ثاره على المدى الطويل» والشخص الحيد في حل المسائل لا بد أن يتسم بالصلابة؛ 


ya‏ فن حل المسألة الرياضية 


لذا عليك أن تطور من قدراتك الذهنية لرفض الاستسلام أثناء حل المسألة. إذا كنت غير قادر LLE‏ 
على حل مسألتك» ley‏ تكون بحاجة إلى وضعها جانباً لفترة من الوقت ثم تعود إليها في وقت SAV‏ 
حاول أن تعمل على حل بعض المسائل الأخرى» وف النهاية لا بد أن يخطر في ذهنك فكرةٌ ما قد 
تساعدك على حل مسألتك. لا تتوقف أبداً عن القتال. 


الرياضيات فن 


آمل أن أساعدك على رؤية - Lo par y‏ عندما نبدأ في حل المسائل في الفصل الثاني من 
الكتاب- أن الرياضيات هي نوع من أنواع الفنون الجميلة» مثل جميع الفنون الأخرى تتضمن المشاعر. 
والأحاسيس» والحدس. ويمكن لآي شخص أن يقوم بعمل رياضي مميز (المبتدؤون والخبراء» الرجال 
والنساء» وحتى الأطفال في موقف OU‏ العقدة الرياضية ستتلاشى لديك عندما تتعلم أن تنظر 
إلى الرياضيات باعتبارها وسيلة للتعبير الفكري المفتوح» فالرياضيات ليست منقوشة على الحجر 
حيث إنها دائمة التطور والتغيير» [Blog‏ ما يوجد هناك مساحة إضافية فارغة تتسع لأفكارك الجديدة. 


الرياضيات موضوع he‏ وهي عبارة عن أحد أنواع الفنون الجميلة مثل الشعرء والرسمء 
والموسيقى» والنحت» وذلك على الرغم من انضباطها وقيودها الصارمة. روائع الرياضيات هي بنى 
مجردة للعقل البشري تعكس روعة الكون» وجماله» وبساطته. لا تخشى أو تهاب الرياضيات» وتعلم 
دائ أن تطور وتخترع الرياضيات الخاصة بك. 


حول الفشل إلى نجاح 

ماذا يحدث عندما تحاول بشكل مضن أن تحل مسألة ما ولكنك لا تفلح في ذلك؟ الذى Sue‏ 
هو أنك عملت بجد واجتهاد لحل المسألة» ولكنك في النهاية تجد آنك قد وصلت إلى حل شيء آخر 
ختلف» كن على ثقة بأنك llo‏ ستصل إلى شىء cle‏ والشىء الذي وصلت إليه قد لا يكون متعلقاً 
بالمسألة التي تريد حلهاء ولكن على الرغم من ذلك فإنك وفي أثناء محاولتك لحل المسألة المعطاة قد 
تكتشف أو تجد أو تصل إلى شىء ما pte‏ للإعجاب. وني هذه الحالة اعكس فشلك إلى نجاح من خلال 


تغلب على خوفك ١١‏ 


تحويل الأشياء التي توصلت إليها إلى نظرية جديدة. تخيل أن ما قمت باكتشافه بالصدفة» وعلاوة على 
كونه مثيراً للإعجاب Es‏ على أنه نظرية جديدة» وهذه Bole‏ الطريقة التي تنتج من IE‏ الأبحاث. 
حاولتا أن نحل مسأآلة cle‏ ولكننا فشلنا فى حلهاء وانتهينا لحل مسالة dor eg eh‏ هذا شيء جيد: 
اكتب ورقة بحثية صف من UNE‏ المسألة الجديدة التي توصلت إلى حلها بالصدفة» وتظاهر كأنها 
كانت المسألة التي حاولت حلها من البداية. وفشلت في ذلك» ثم قذم نظريتك الجديدة مع إثباتها 
الجميل والبرّاق الذي تعرفه مسبقاً (لأنك توصلت إليه بالصدفة): ولن يعرف أحد أكثر من ذلك. 
حاول slo‏ أن تحول الفشل إلى نجاح. 


gap)‏ رماس 


اقهم المسالة 


إن الخطوة الأكثر أهمية من ضمن خطوات عملية حل المسألة الرياضية هي الخطوة المتعلقة 
بفهم المسألة التي تحاول حلها. هذه الخطوة أكثر أهمية من باقى خطوات عملية حل المسألة الرياضية 
الأخرى EN‏ المكان الذي Bole‏ ما يتعثر ويفشل فيه الكثير من الناس» Lal‏ طبيعة بشرية حيث إننا 
نريد أن نسرع ونجتاز هذه الخطوة للوصول إلى الأشياء الأكثر متعة مثل استكشاف وحل المسألة. 
ولكن إذا لم تفهم المسألة بشكل واضح» وتفهم أهدافها وقيودهاء فإما ALT‏ ستفشل في حلهاء أو أنك 
ستحل المسألة الخطأ. لقد قمت بذلك في العديد من المرات حتى أصبحت أقرأ المسألة التي أمامي 
ثلاث مرات قبل أن أفكر > باستكشافهاء حيث إنه من المحبط والمحرج أن تبتكر حلا رائعاً للمسألة 
الخاطئة Y)‏ تقم بذلك!). 


افرض على سبيل المثال أن المسألة التي بين يديك تطلب منك إيجاد مجموع الجذور لكثيرة حدود. 
إذا لم تركز جيداً في نص المسألة» قد تذهب في طريق bE‏ من خلال محاولة إيجاد ar‏ الجذور» ولكن 
المسألة لم تطلب منك إيجاد جذور كثيرة الحدودء ولكنها طلبت منك أن تجد مجموع هذه الجذور. إن هذه 
مسألة مختلفة LE‏ ويوجد العديد من المسارات التي يمكن أن نسلكها تسمح U‏ بتجنب إيجاد الجذور 
الحقيقية» يمكن U‏ أن نستخدم علاقات فيتا le Ya El‏ مجموع الجذور من خلال معاملات كثيرة 
الحدود بسهولة. وبكلمات أخرى LP‏ نستطيع إيجاد مجموع الجذور من دون حتى أن نجد الجذور نفسها. 

إن الخطوة المتعلقة بفهم المسألة هي في الواقع خطوة مهمة جدًا؛ لذا لا تحاول أبداً القفز عنها 
وتجاوزهاء وحاول [slo‏ أن تكون استئنائيًا ومنضبطأً LE‏ في هذه الخطوة. والآن ماذا نعني ب "فهم 
المسألة؟" وكيف نقوم بذلك؟ 


\Y 


۱٤‏ فن حل المسألة الرياضية 


اقرأنص المسألة ثلاث مرات 

الشىء الأول الذي عليك القيام به عند تعرضك DLL‏ رياضية جديدة هي أن |B‏ بعناية نص 
المسألة ثلاث مرات على الأقل» وعليك أن تكون متأكداً تماما أنك فهمت بوضوح نص المسألة 
وحاول أن تقوم بذلك بنشاط وفعالية Oly‏ تبتعد عن السلبية» وقراءة نص المسألة بفعالية تعني أن تقوم 
في أثناء القراءة بتسجيل العديد من الملاحظات باستخدام القلم والورقة» وإذا كان نص LAL‏ 
مكتوب بلغة تخصصية وصعبة حاول أن تعيد كتابة المسألة باستخدام كلماتك الخاصة التي تستخدمها 
في LH‏ اليومية» وعندما يكون هناك معادلات أو متباينات في نص المسألة حاول استبدال بعض 
المتغيرات بالأرقام» وقم بمجموعة من الحسابات لترى ماذا سيحدث. أي شيء قد يساعدك في فهم 
المسألة هو بالتأكيد ol‏ جيد» فأنت لا تستطيع حل مسألة لم تفهمها. إذا رأيت أن JLL‏ المعطاة صعبة 
عدا A Js Ugg G00 Y‏ الداية OF‏ غل fis‏ عن Ab high lan DEU‏ يساهداة 
عل pg of‏ كف ثيل UL UI‏ الأصعب: 


ارسم ASS,‏ 
عندما يكون ذلك ممكناء لا تتردد في رسم صورة أو شكل يعبر عن المسألة التي أمامك. وهذا 
واضح LE‏ عندما نتعامل مع المسائل الهندسية» كما يمكن استخدامه أيضاً عند التعامل مع المسائل 
الجبرية. حاول أن تحول المتغيرات إلى أرقام» وقم برسم المعادلات لترى كيف يبدو شكلهاء وإذا 
وجدت أرقاماً في المسألة حاول أن تعمل SEL‏ بصريًا من خلال وضعها في مجموعات Fly‏ على نمط 
معين» فالعقل البشري» وبشكل استثنائي, Bale‏ ما يكون جيداً في التفكير البصري المكاني» وعقولنا 
تفكر بصريًا باستخدام الصور والأشكال؛ لذلك حاول عندما يكون ذلك UKE‏ أن ترسم صورة أو 

A‏ تعبر عن المسألة التي تحاول حلها. 


مانوع المسألة التي أمامك؟ إلى أي فرع من فروع الرياضيات تنتمي؟ من الجيد أن تطرح هذا النوع 
من الأسئلة» حيث إن أسئلة مثل هذه سوف تعطيك فكرة عن ماهية الطريقة أو النظرية التى ستطبقها لحل 


١ ۵ SLA افهم‎ 


مسألتك. فالمسألة ال هندسية تتطلب GIL‏ بصرية- مكانية» ورسم أشكال مساعدة» وبالطبع استخدام 
النظريات الهندسية المشهورة. فإذا كانت مسألتك جبرية» فإنك بالتأكيد تحتاج أن تستخدم بعض الأفكار 
والنظريات bl‏ & لتجد حلا beet‏ للمسالة مغل ليل كرات الخدود. de ¿Sy‏ استعداد أن تصنف 
المسألة وتحدد ما نوع المسألة الذي سيقلل بشكل كبير من حجم المساحة المخصص للهاء فهذا يساعدك 
lo‏ تركيز انتباهك عل النظريات والطرائق الأكثر قابلية للتطبيق be‏ مسألتك. 

جورج بوليا وهو أحد المعلمين العظام في الرياضيات اقترح وجود نوعين أساسيين ومختلفين 
من المسائل الرياضية: المسائل من النوع a‏ والمسائل من النوع PL Macy"‏ من النوع 
"أوجد" عادة ما تطلب منك إيجاد شىء ماء كأن تجد تر LS‏ معيناء أو pas‏ أ Gat Laa‏ فيه بعض 
ا لخصائص» أو عددا Le‏ فمسائل التوافيق على سبيل المثال يمكن أن تطلب منك أن تجد عدد الطرائق 
المختلفة لترتيب مجموعة من العناصر» أو قد تطلب منك المسألة أن تجد القيمة العظمى لدالة معينة 
معرفة على SLE‏ معين. هذه هي المسائل من النوع "أوجد". أما المسائل من النوع "أثبت" فهي مسائل 
علي هنك أن قف فيا ما معطى على شكل عبارة رياضية مثل AAI"‏ التربيعي للعدد 2 غير 
نسبي"» ويطلب منك إثبات صحة هذه العبارة. وفي بعض الأحيان يطلب منك أن تثبت خطأ عبارة 
ما. سيكون من المفيد جدًا أن تطرح على نفسك مثل هذه الأسئلة؛ لأنها تساعدك على تركيز انتباهك 
على الأنواع الصحيحة من الأفكار التي ستحتاجها لحل المسألة. 


حدد القيود 

إذا وجدت قيوداً في المسألة» فعليك أن تدقق بها بانتباه وحذر. قد يذكر في المسألة أن Sue  "‏ 
"Cm ys uno‏ وقد تنص DL‏ على أن " :: عددٌ صحيح غير سالب". من السهل أن تفقد القدرة على 
التمييز الدقيق بين هاتين العبارتين» وذلك على الرغم من أهمية التمييز بينها. فالعبارتان على الرغم من 
التشابه الواضح Lee‏ إلا el‏ يتضمنان أشياء مختلفة. إذا كانت عددٌ صحيحٌ Yee Cm o‏ لا يمكن أن 
تكون عدداً سالباً أو dae‏ ولكن إذا كانت 2 عدداً صحيحاً غير سالب فيمكن لما أن تكون صفراً. في 
بعض الأحيان قد تؤدي هذه الفروق الظاهرة والبسيطة إلى فروق كبيرة في أثناء حل المسألة. التفصيلات 
الصغيرة مهمة جدًا في الرياضيات» لا تخف من القيود الواردة في Salad MLM‏ ما تكون هي أفضل 


١‏ فن حل المسألة الرياضية 


أصدقائك» حيث إنها عادة ما تقلل من أنواع الطرائق والنظريات التي تحتاجها للحل؛ لذا عليك أن تتعلم 
أن ميا وة تكتبها دال على ورقةء فتدوين وكتابة الأشياء هو جزء من ضبط وتہذيب عملية حل المسألة. 


صغ فرضياتك 

دون أو اكتب فرضياتك» فقد تحتاج أحياناً أن تقوم بصياغة بعض الفرضيات للمضي قدماً في 
حل المسألة» وقد cue‏ هذا إما OY‏ الشخص الذي قام بكتابة نص المسألة نسي أن يشير إلى بعض 
التفصيلات المهمة» أو ببساطة لأنك قد تجد أنه من المفيد لك أن تقوم بصياغة بعض الفرضيات لكي 
تحرز تقدماً في حل المسألة» Gy‏ هذه الحالة الأخيرة عليك أن تثبت الفرضيات التي قمت بصياغتها في 
مرحلة لاحقة من الحل. أحد الأمثلة على صياغة الفرضيات التي تعرضت لما تتعلق بدالة الجذر 
التربيعي» إذا سألت أي شخص ما هو الجذر التربيعي للعدد 4 سيخبرك أن الجواب هو 2 ولكن 
2- هو أيضاً جذر تربيعيّ للعدد 4 OY‏ 4 - 2-×2-. ومن تم إذا رأيت جذرا تربيعيًا في ls‏ 
هل هذا يعني "دالة الجذر التربيعي الموجبة" التي تقتصر على الجذور الموجبة» أم أنه من المسموح لنا 
أن نستخدم جذوراً سالبة؟ إذا كنت لا تعرف الإجابة عن هذا السؤال» قد تكون بحاجة لصياغته على 
شكل فرضية والمضى di‏ قد تكون أفضل إستراتيجية لحل المسائل أن تؤمن بالرياضيات 
الخبّرة وتمضى قدماً على الرغم من جميع العقبات. 


كيف سيكون شكل الحل؟ 

سال نفيك كبك سيكون شكل JAS‏ قن يدو هذا Vi gen‏ مها ولک یی کلت ف 
تخصصى (توافقية الأعداد) حل المسألة قد يكون dase‏ أو دالة توليدية» أو علاقة ارتدادية» أو علاقة 
تقاربية» أو خوارزمية» أو صيغة صريحة. وبالاعتماد على طبيعة المسألة» lol‏ من هذه يمكن اعتبارها 
حلا صحيحاً للمسألة. ومن نّم اطرح على نفسك السؤال التالي: إذا نجحت في حل هذه المسألة» كيف 
سيكون شكل الحل؟ هل تطلب منك المسألة أن (Sy ad‏ أو cbla y‏ أو شكلاً» أو صيغة معينة» أو 
خوارزمية» أو ماذا؟ كيف يبدو النجاح؟ 


yr) ya) 


استكشف المسألة وابحث عن الأنماط 


في هذا الفصل سوف نناقش المبادئ الأساسية لاستكشاف المسألة والبحث عن BEN‏ 
وسوف نقدم التطبيقات في الباب الثاني من الكتاب عندما نبدأ بحل بعض المسائل الرياضية الصعبة. 
استكشاف المسألة والبحث عن LIE‏ هو جوهر الفن في الرياضيات» وهذا ما يقوم به الرياضيون 
الحقيقيون عندما يقو مون بأبحاثهم. إن التفكير في الأنماط الرياضية Sale‏ ما يستهلك تفكيرناء ويشكل 
هاجساً بالنسبة لناء وفي بعض الأحيان نتوصل إلى أفضل أفكارنا ونحن نقوم بأعمالنا اليومية العادية: 
إن الوسواس القهري الذي يلازم الشخص بحيث لا يستطيع ترك التفكير في المسألة يشكل شيئًاً ثمينا 
للرياضيين. وكجزء من مقابلة قمت بها سألني أحد المتخصصين في علم النفس: هل تقوم بعد البلاط 
الموجود في أرضية col A‏ وكان جوابي "بالطبع أقوم بذلك» LE‏ رياضي". 


حدد إستراتيجية "الحجوم الغاشم" للحل 

ببساطة: اضرب بصفرء وأضف الجواب. وهذا ما يسمى بالحل المخادع. وبشكل جدي» وعلى الرغم 
من كل شيء Ob‏ المسار المخادع لحل المسألة الرياضية يتوفر على بعض المزايا ويستحق نقاشاً SL‏ 
فأحياناً تشعر بالضياع وفقدان الأمل حيث لا تملك دليلاً لحل المسألة» في حالات كهذه Of‏ إستراتيجية 
"اهجوم الغاشم" قد تكون مفيدة. 


\A‏ فن حل المسألة الرياضية 


ما الذي نعنيه بإستراتيجية "المجوم الغاشم"؟ افرض أن لديك مسألة هندسية صعبة يطلب 
منك فيها أن تجد قياس زاوية معينة من خلال رسم معطى. الحل باستخدام إستراتيجية "ال مجوم 
الغاشم "يعني أن تحضر ورقة رسم مربعات» وقلم رصاص» ومسطرة» وتقوم بعناية برسم دقيق 
للشكل الموجود على الورق» ومن ثم تستخدم المنقلة لإيجاد قياس الزاوية. وعندما تقوم بذلك قد تجد 
أن قياس الزاوية يساوي 45 . ربا تقول "حسنأء ولكن هذا خداع» حيث إنك لم تستخدم النظريات 
المندسية OLY‏ أن قياس الزاوية يساوي 45 ". هذا صحيح» ولكن لا تنس أنه على الرغم من أن ما 
o‏ به ليس حلا ails DLW‏ عل duelo BY‏ عل الدخول فى عملية ll‏ الكل . إذا قمت 
باستكشاف المسألة ووجدت أن قياس الزاوية يساوي 45° فقد أحرزت تقدمًا كبيراً نحو الحل. لماذا؟ 
لن الزوايا التي قياسها 45 هي زوايا خاصة جدًا في المندسة» oda g‏ المعلومة قد تساعدك de‏ تركيز 
جهودك على المثلثات من النوع )6457 145° :90)» ويمكنك الرجوع إلى كتاب مرجعى للاطلاع على 
بعض النظريات المتعلقة بالمثلثات من هذا النوع. 

من الأمثلة الأخرى على استخدام إستراتيجية "اهجوم الغاشم" كتابة برامج كمبيوتر لحل 
ILLI‏ باستخدام طحن الآر قام (Number Crunching)‏ « أو حل مسائل SV‏ من خلال رمي 
حجر نرد» آو رسم دالة لايجاد جذورهاء أو عمل نموذج فيزيائي. 

تحديد إستراتيجية "اهجوم الغاشم" التى سوف تستخدمها تساعد عل تحقيق ثلاثة أهداف. أولا: 
تعطيك راحة نفسية عندما تعرف أنك قد تستطيع حل المسألة إذا اضطررت لذلك» ومعرفة هذا سيساعدك 
على الاسترخاء والضغط على عقلك الهزلي والمبدع. ثانياً: إستراتيجية "الهجوم الغاشم" قد تعطيك جوابا 
لمسألتك» Baleg‏ ما يكون من الأسهل أن JE‏ مسألة تعرف جوابها مسبقاً (انظر إلى المسألة رقم Y‏ في الباب 
الثاني كمثال على هذه الفكرة). معرفة الجواب يساعدك على توجيه استقصاءاتك في الاتجاه الصحيح بحيث 
Y‏ تضيع الوقت في مسارات قد تكون خاطتة. في مثال الهندسة الذي ذكرناه سابقء وعندما تعرف أن قياس 
الزاوية يساوي "45ء فإنك لن تضيع وقتك في البحث عن المثلثات من النوع ( 30°« 60°« 90). Ll y‏ 
فإن إستراتيجية "الهجوم الغاشم" عادة ما تدلك على الطريق المؤدي إلى الحل السهل والأنيق» حيث تصبح 
بمثابة خارطة طريق تساعدك على تحديد المسار المختصر الذي ستسلكه. وبعد كل ذلك فإن النتيجة النهائية 
بهد oye la‏ الل اجعة Gil‏ ق a Yo‏ 
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احصل على الحواب 

أحد أهم المبادئ الأساسية لحل المسألة التي dole‏ ما أستخدمها هي "من الأسهل أن JE‏ مسألة 
dl ge Ob‏ ميقا" سر د Ol LI of US zus‏ هو all‏ لفاك oda ll ja of lle e‏ 
ليست صدفة. أي شىء في الرياضيات يظهر أنه سيؤول إلى الصفر سيكون مهمًا. يمكننا أن ننسى النظر إلى 
دوال جيب (Hyperbolic Cosine Functions) 4,51 5 all‏ ؛ وليس هناك حاجة لتضييع الوقت في 
الرجوع إلى المعادلات التفاضلية (Partial Differential Equations) BE‏ . إن الثىء الذي نبحث 
عنه هو شىءٌ أكثر بساطة من ذلك» وعلى الأغلب Op‏ المسألة تمتلك حلا بسيطاً وعبقريًا وجميلاً. 

افرض أن السفينة التى تركبها ضلت طريقها واستقر مها الحال في أحد الجزر النائية» وافرض 
أن القبطان طلب منك أن تذهب لتبحث عن بعض es lll‏ أين يجب عليك أن تبحث؟ هل عليك 
الصعود إلى المرتفعات؟ هل عليك أن تحاول أن تحفر بثرا؟ والآن افرض أن القبطان أخيرك المعلومة 
التالية: يوجد بحيرة في هذه الجزيرة. هذه المعلومة بالتأكيد ستغير قواعد اللعبة» فإذا عرفنا أنه يوجد 
بحيرة في الجزيرة فإنه يمكننا أن نستخدم المنطق» SE‏ والجغرافيا لمعرفة المكان الذي على الأرجح 
ستوجد فيه» ولكننا الآن على الأقل نعرف أنها لن توجد بجانب جرف أو على امتداد شاطئ صخري. 
إذن حاول الحصول على جواب لمسألتك حتى لو كان لزاماً عليك أن تستخدم إستراتيجية "اهجوم 
الغاشم . إن هذا جزء من عملية اللاستقصاء. 


استكشف المسألة 

من النادر أن تحل المسائل الرياضية الصعبة بطريقة مباشرة» فأنت لا تستطيع أن تحقق النصر على 
عدو قوي ومحصّن دون أن تحدد bls‏ ضعفه» وإيجاد نقاط الضعف يتطلب استكشافاء وحل المسألة 
سيكون واضحاً فقط عندما تعرف كيف سيبدو شكل الحل. إذا كان كل ما تقوم به هو قراءة المسألة ثم النظر 
Sal CSA: il‏ لن شن أبداً من مهارانك ف حل e y A‏ علبك أن 
تعرف معنى المعاناة» حيث يجب عليك أن تعاني في حل المسألة وتتحمل المصاعب حتى AB‏ وتتعلم من 
الحل عندما 5 liag col‏ جزء من عملية التعلم. استكشاف المسألة الرياضية هو أن تدخل في معركة مع 
hl‏ وهلا لبس Ag‏ ولكن NEE‏ ستحصل غليها ‚US gs‏ 


Ya‏ فن حل المسألة الرياضية 


كيف يمكن لك أن fas‏ بعملية استكشاف المسألة؟ نحن Y‏ نستطيع اختزال عملية 
الاستكشاف إلى مجموعة بسيطة من OY DA‏ كل مسألة متفردة بنفسهاء ولكن يمكن لنا أن نضع 
مجموعة من المبادئ العامة التي يمكن لنا أن نتبعها. 

النقطة الجيدة التي يمكن أن تبدأ عندها استكشاف المسألة هي النظر إلى الحالات الصغيرة. 
والحالات ae‏ والحالات المتطرفة أو القصوى. إذا طلبت منك IU‏ أن تجد مجموع 1000 حد. 
én oleh lu!‏ حدين أو ثلاثة حدود. eis‏ النتائح وانظر ماذا يحدث. هل ترى نمطا ما بدأ يظهر؟ 

أحياناً يمكن لك أن تعوض أعداداً صغيرة مثل 1» 2» 3 في مسألتك ثم ترى ماذا سيحدث بعد 
ذلك. إذا كانت مسألتك تتضمن متغيرات كبيرة مثل 1000 = on‏ استكشف حالة أصغر مثل .n=10‏ 
وعادة سيظهر لك النمط الذي تستطيع تعميمه على الحالات الأكبر. وسأذكر لك هنا بعض التلميحات 
التي عليك النظر إليها عند اختيار الحالات الصغيرة» حاول أن تختار عدداً صغيراً له نفس الخصائص 
الرياضية التي يمتلكها العدد الأكبر. على سبيل الخال إذا كانت 425 = en‏ حاول أن تستكشف الحالة 
5= . لاذا؟ OY‏ كلا العددين 425» 5 eso À‏ وكلاهما من مضاعفات العدد 5 . إذا تضمن نص المسألة 
عدداً فرديًا Bl‏ كبيراً مثل 35993 = م حاول أن تستخدم عدداً فرديًا Osh‏ صغيراً مثل 8 = م . 

La‏ حاول of‏ تنظر إلى الحالات الخاصة: ماذا me‏ إذا كانت 2=0 أو cal‏ الصفر 
والواحد أعداد خاصة ومهمة في الرياضيات» وعليك lo‏ أن تسأل نفسك ماذا يحدث عندما تكون 
المتغيرات الرياضية تساوي 0 أو 1. حاول أن تلجأ إلى أنواع خاصة من cote‏ فأحياناً الأعداد 
الخاصة يكون ها ميزات خاصة ها علاقة بمسألتك. انظر ماذا يحدث عندما يكون المجهول في المسألة 
[bbe UT lowe‏ عدت ]13 sl‏ أعدادا des gh Leg)‏ 

المنحى الآخر الذي قد نلجأ إليه هو النظر إلى الحالات المتطرفة. ماذا يحدث إذا كان جزء معين 
من مسألتك كبيراً جذا أو صغيراً جدا؟ ماذا يحدث ]13 كان أحد المتغيرات يؤول إلى اللانباية الموجبة 
أو السالبة؟ العديد من مسائل التوافيق لها حلول معقدة وصعبة عندما تكون قيم المعلمة (An)‏ 
صغيرة» ولكنها تصبح أكثر بساطة عندما تكون n‏ كبيرة. 
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سيكون لديك بصيرة كبيرة ورؤى ثاقبة تتعلق بكيفية حل مسألتك عندما تلجأ إلى النظر إلى 
الحاللات الصغيرة؛ والحالات الخاصة» والحالات المتطرفة. 

"القيام ببعض الحسابات باستخدام الأرقام" هي من الإستراتيجيات المهمة الأخرى التي 
نستخدمها لاستكشاف المسألة» وهذه الإستراتيجية مفيدة بشكل خاص ف المسائل المتعلقة بنظرية 
الأعداد والحر. 

بالنسبة للمسائل المتعلقة بنظرية الأعداد» فإن الحسابات التجريبية - باستخدام برنامج 
كمبيوتر متخصص بالجداول مثلاً - قد تساعدك في التوصل إلى بعض ال حلول العددية لمسألتك. ومجرد 
أن يتوفر لديك عدد من الحلول» يمكنك البحث عن DIENT‏ في هذه الحلول. افرض على سبيل JE‏ 
أن الحلول التي توصلت إليها كانت أعداداً مربعة مثل 1ء 04 69 16» عليك مباشرةً أن تتوقع أن 
تكون جميع الحلول هي أعداد مربعةء وهذه الملاحظة ستصبح الأساس الذي ستبني عليه تخمينا معيناًء 
ومن ثم يمكنك بعد ذلك أن تركز جهودك على إثبات هذا التخمين. 

بالنسبة للمسائل المتعلقة بالجبرء قد تشعر بالارتباك عند التعامل مع عدد كبير من المتغيرات 
مثل ٠»‏ 1» 2 . لذا فإن تعويض بعض الأعداد الفعلية في تعبير معين قد يساعدك على فهم طبيعته 
وشكله» وقد تجمع بعض المقترحات عن Las‏ عمله. افرض أن لديك التعبير المعقد 0= «S(2,9,2)‏ 
وأنك لا تعرف كيف تبدأ استكشاف هذا التعبير جبريًا. يمكن لك أن تقوم بتعويض قيم عددية لكل 
¿ya‏ 2 ولنفرض أنك وبعد القليل من الحسابات وجدت أنه عندما يكون ex+y+z=0‏ 
مثل 0= 2+3 + 5-فإن 0 = f(7,9,2)‏ 0= (5,2,3-)/. في هذه IH‏ يجب أن تتوقع أن 
(x+y +2)‏ هو أحد عوامل )2,9,2( ٠۴‏ وهذا يعني أنه عليك أن تحاول أن تكتب التعبير )2,92( 
كحاصل ضرب عدد من العوامل أحدها (2 ++ 2). 

إن عملية الاستكشاف تتعلق بالالتفاف حول المسألة للتعرف على طبيعتها وسير أغوارها من 
خلال تجربة العديد من الأشياء المختلفة. قم بعمل تخمينات» عوّض بعض الأعداد وقم ببعض 
ا لحسابات» اتبع حدسك ومشاعرك» وابحث عن الأناط في البيانات. 


YY‏ فن حل المسألة الرياضية 


إن عملية الاستكشاف تساعدك على الرجوع للخلف والنظر بوضوح إلى الصورة الكلية. 
عندما تعمل على مسألة معينة» اسأل نفسك إذا كان يوجد هناك طرائق أخرى للنظر إلى LL‏ حاول 
أن تغير من انطباعاتك» وانظر للمسألة من جوانب مختلفة» فمسألة الجر على سبيل المثال قد يكون ها 
ترجمة هندسية أو طوبولوجية. افرض أنه طلب منك أن تجد جميع الأزواج المرتبة (x,y)‏ التي تمثل حلا 
لنظام المعادلات غير الخطية التالي: 

21:2 — Gry +2y? + 43x + 43y - 174 = 0 
ES +y +52+5y-30=0 

إذا نظرنا هذه المسألة من زاوية جبريةء فإنها تبدو مرعبة. ولكن إذا نظرنا إليها كمسألة هندسية 
يمكن لك أن تدرك بسهولة أن المعادلة الأولى تمثل معادلة قطع زائدء بينا المعادلة الثانية تمثل معادلة 
دائرة. الآن الحل أصبح Lely‏ من الناحية المفاهيمية على الأقل. منحى "الحجوم الغاشم" للحل 
يتمثل ببساطة في رسم القطع الزائد والدائرة وإيجاد نقاط التقاطع. كما أن معرفة أن هذه المعادلات 
ثل قطعاً زائداً ودائرة مخبرنا أنه يوجد على الأكثر أربعة حلول )2,9( وذلك GY‏ سيكون لدينا على 
الأكثر أربع نقاط تقاطع بين القطع الزائد والدائرة في المستوى . 

جورج بوليا نصح طلابه قائلاً: إذا لم تستطع حل المسألة المعطاة لك» حاول في البداية أن JE‏ 
مسألة أسهل» حيث إن حل المسألة الأسهل قد يوفر لك بعض الأفكار التي قد تساعدك على حل 
المسألة الأصعب. يمكن لك أن تجعل مسألتك أكثر سهولة من خلال العديد من الطرائق» حيث 
يمكنك أن تغير حجم أو مقياس المسألة» أو أن تستخدم عدداً أقل من المعادلات أو المتغيرات. أو أن 
تستخدم معاملات el‏ أو أن تغير قيود DLL‏ 

أحد الإستراتيجيات المهمة في حل المسألة التي WE‏ ما تكون مفيدة هي إستراتيجية "فرق تسد". 
تقوم هذه الإستراتيجية على تقسيم المسألة إلى جزأين أو أكثر من الحالات المنفصلة والمختلفة» ثم بعد ذلك 
تقوم بحل كل جزء من هذه الأجزاء بشكل منفصل. يوجد العديد من الطرائق للقيام بذلك» حيث يمكن 
لك أن تأخذ بعين الاعتبار الأعداد الزوجية والفردية بشكل منفصلء أو أن تأخذ الأعداد الأولية والأعداد 
المركبة OVS (Composite Numbers)‏ مختلفة. فيا يتعلق بالمسائل ال هندسية يمكن لك أن تقسم 
المسالة إلى أجزاء من خلال الأخذ بعين الاعتبار الزوايا الحادةء والزوايا المنفرجة, والزوايا القائمة. حاول 


استكشف المسألة وابحث عن Y y BEYI‏ 


أن تقسم المسألة إلى مجموعة من الحالات deal‏ والمختلفة بحيث تغطي جميع الاحتالات. قم بفحص 
كل حالة بشكل منفصل وحل المسألة من خلال التعامل مع كل حالة من الحالات. 


ابحث عن LIEV‏ 

كتابة الملاحظات المفيدة أو الوصول BEU‏ هي أحد النواتج المهمة التي نحصل عليها من 
عملية استكشاف المسألة. الأناط هي كلمة السر لحل المسائل الرياضية الصعبة» حتى إن ES‏ ديفلين 
(Keith Devlin)‏ عرف الرياضيات بأنها "علم الأنماط". إذا استطعت رؤية النمط في بياناتك» فأنت 
على الأغلب تسير في الطريق الصحيح» وأصبحت على وشك الوصول لحل لمسألتك. 

ما هو نوع LEV‏ الذي عليك أن تبحث عنه؟ عندما تقوم باستكشاف مسألة رياضيات من 
خلال تعويض أعداد في معادلات وتبويب البيانات ستظهر لك أنواعاً خاصة من الأنهاط ذات الصلة 
بالرياضيات. ابحث عن الأناط في الكميات الرياضية المهمة مثل: 


- الأعداد الأولية (أو الأعداد المركبة) 

- الأعداد الزوجية (أو الفردية) 

- قوى العدد 2 ( أو 3».إلخ) 

- الأعداد الصحيحة (أو النسبية» إلخ) 

10 - 

- الثوابت الرياضية مثل ye om‏ 

هل تظهر البيانات أي سلوكاً (Periodic behavior) Ugo‏ $ خذ بعين الاعتبار متتالية 
الأعداد التالية: 

7,23,4,2,0,6,9,13,8,0,1,1,7,19,0,7,7,7,9,0,.... 

هل ترى نمطا ما في هذه الأعداد؟ أحد الأنماط التي يمكن أن تلاحظها تتمثل في أن كل عدد 
خامس يساوي صفرا. هذه الملاحظة قد تكون المفتاح لحل المسألة. يجب عليك أن تقوم باستقصاء إذا 
ما کان بالفعل كل عدد خامس يساوي صفرأء وإذا كان كذلك FIU‏ 


vs‏ فن حل المسألة الرياضية 


be‏ أن تتعرف على متتاليات الأعداد المهمة مثل تلك التى سنذكرها بعد قليل» حيث إن هذه 
المتتاليات Les‏ ما تظهر في المسائل có‏ وإذا تمكنت من التعرف عليها la jur y‏ فإنك بالتأكيد 
ستكون قادرا على الوصول إلى نمط ge‏ 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,... أعداد أولية:‎ o 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... | (Fibonacci Numbers) أرقام فيبوناشي‎ e 

* قوى العدد 2 : ...,1,2,4,8,16,32,64,128,256,512 

1, 4,9,16, 25, 36,49, 64, 81,... الكاملة:‎ oly Al « 

1,2,6,, 24,120, 720,5040, 40320,... : (Factorials) المضروب‎ o 

11251442... : (Catalan Numbers) OWLS أعداد‎ e 

إذا عملت على متتالية عددية ولم تستطع أن تصل إلى نمط cle‏ فابحث عنها في دليل سلون 
لتتاليات الأعداد الصحيحة (Sloane’s Handbook of Integer Sequences)‏ تتو فر نسخة إلكترونية 
من هذا الدليل Js‏ الرايط: https: //oeis.org/‏ وسيقوم هلا الدليل بإشارك ماذا يعرف الرياضيون 
¿iio 6‏ العددية. 

مثلث باسكال As (Pascal’s Triangle)‏ أحد DIN!‏ المهمة في الرياضيات (انظر إلى SLAM‏ 
9 الباب الثاني) 


1 
1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 ‘| 6 | 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 Û 1 


باستثناء العدد 1 فإن كل عدد في مثلث باسكال يساوي مجموع العددين اللذين lo 43 gd‏ 5 
فمثلاً لا حظ أن 6 +4 = 10 lol.‏ كنت حل مسألة تر (Combinatorics) LS‏ ؛ نجس عليك Eal Er‏ 
عن أرقامك في مثلث باسكال. لماذا؟ WY‏ نعرف من الخبرة ومن النظرية الرياضية أن الجواب عن مسألة 


استكشف المسألة وابحث عن Yo LEN‏ 


التركيبات [lo‏ ما سيظهر في مثلث باسكال عندما يكون الجواب lade‏ صحيحاً موجباً (ومن البديبي أن 
كل عدد صحيح موجب موجود في مثلث باسکال» ولكن من المهم أيضاً أن تعرف متى وكيف يمكن 
لأرقامك أن تخفق في الوجود في مثلث باسكال). يعرف الرياضيون أشياء كثيرة عن الأعداد في مثلث 
باسكال» ويوجد الآلاف من النظريات المفيدة والعلاقات التي dues a‏ حر dis‏ 


احترس من DEN‏ الخاطئة 

البحث عن الأناط وإيجادها هي نقطة مركزية في عملية حل المسألة» فمعظم الأحيان عندما 
نعتقد أننا رأينا ass‏ يجب Lyle‏ التأكد من صحة هذا النمط واستمراريته» لذلك علينا إعادة صياغة 
DEN‏ على شكل تخمينات ومن ثم محاولة إثبات هذه التخمينات. ومع ذلك فإننا من حين إلى آخر 
نعتقد أننا نرى نمطأً غير موجود فعليًاء وهذه هي الأناط الخاطئة. إن الدماغ البشري جيد جدًا في 
VEG ae Bisa‏ مات dsg Vs DY‏ 

وهنا نذكر Vie‏ مشهوراً على النمط الخاطى. انظر إلى كثيرة الحدود 41 + ۸+ =n?‏ (6)/ . 
sts‏ الحدود هذه تعطينا أعداداً أولية عندما 1,2,3....,39 = Mision‏ 71 = (5)/ الذي هو عدد sl‏ 
ومن نّم وبناءً على البيانات التي حصلنا عليها من Jal‏ 39 عدداء يمكن أن نقفز إلى التخمين التالي: " 
f(n)‏ عدد Gul‏ لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة "n‏ ولكن هذا التخمين Y eg ol‏ عندما 
n = 1‏ نحصل على أن 1 + 41 + 41 = )41( e‏ وهذا العدد يقبل القسمة على 41» ومن نّم فإنه عددا 
مركباً وليس Gof‏ ((40)/ هو أيضاً عددا مركباً). 

امض قدماً وابحث عن LIEV‏ معظم الأحيان أنماطك ستكون حقيقية» ولكن تذكر أنه يجب 
عليك [tle‏ أن ثثبت ما تلاحظه من DIET‏ مستخدماً حججا رياضية سليمة. 


)2 رفاس 


si a è -Jl á£ Lua 


عندما يقوم الرياضيون ALS‏ الأبحاث والاستقصاء عن المشكلات» فإنهم يبحثون عن 
الأنماط ويقومون بصياغة التخمينات. التخمين هو جملة رياضية نعتقد أنبا صحيحة ولكنها غير مثبتة: 
والتخمينات الجيدة تسبق براهينها. والتخمين ليس نظرية» حيث إن النظرية هي جملة رياضية تمتلك 
GLY‏ أو برهاناًء في حين أن التخمين هو Ur‏ رياضية في طريقها OV‏ تصبح نظرية» وبمجرد أن تقوم 
بإثبات تخمينك يصبح نظرية. 

عندما تقوم بفحص بياناتك في أثناء مرحلة الاستكشاف» ابحث عن الأناط» وعندما تجد 
نمطا ما قم بوصفه بعناية» وقم بكتابته على ورقة» وقم بصياغته على شكل dle‏ رياضية» dis y‏ هذه 
اللحظة يمكننا القول إنك وصلت إلى تخمينك. قد يكون من المفيد أن تكتب تخمينك في البداية بلغة 
سهلة وبسيطة» AS‏ تريد أن تشر حه Hd‏ وبعد ذلك يمكنك إعادة LLS‏ تخمينك باستخدام 
اللغة الرياضية التخصصية لتجعله أكثر دقة. دعونا ننظر إلى مثال سيط . 


ماهو مجموع أول n‏ من الأعداد الفردية؟ في البداية دعونا ننظر إلى بعض ا حالات الصغيرة: 


1 - [ 

1+3=4 
1+3+5 =9 

1+ 3 + 5+ / - 6 


1+3+5+7+9=25 
لاحظ أن شيئاً bee‏ يحدث هناء الأعداد على الجهة اليمنى من إشارة المساوة تظهر على آنا 
مربعات كاملة: *1-1, 4=2( :3 = ۰9 *4 = 16 :5 = 25 . هل هذا دائ صحيح؟ هل سيستمر 


TV 


YA‏ فن حل المسألة الرياضية 


هذا النمط؟ لا أعرف؟ (حقيقية أنا أعرف» ولكن Leo‏ نتظاهر Gh‏ لا أعرف). دعنا نصيغ النمط الذي 
شاهدناه على شكل تخمين. يمكننا أن نعبر عن هذا التخمين باللغة السهلة والبسيطة ¿AS‏ 

نحمين: مجموع أول n‏ من الأعداد الفردية يساوي n?‏ 

دعنا نفحص هذا التخمين. هل مجموع أول 8 أعداد فردية يساوي ”8 أو 64. نعم هذا 
صحيح حيث إل: 

1+3+5+7+9+11+13+15 = 64 

بالطبع مهما كان عدد الأمثلة الصحيحة التي تجرمها فإنها لن تكون كافية SUSY‏ صحة ila‏ 
رياضية» وفي المقابل فإن Vite‏ واحداً خاطتاً يكفي لإثيات خطأ الجملة. 

نحن جاهزون OYI‏ لإعادة كتابة تخميننا باستخدام اللغة الرياضية الدقيقة؛ والسبب في قيامنا 
بذلك أنه سيسهل علينا إثبات (أو دحض) التخمين. في الحقيقة سنقوم بإثبات هذا التخمين في الفصل 
القادم» وفي ذلك الوقت فإن تخميننا سيكبر وينمو ليصبح نظرية سعيدة. 


العدد الفردي ذو الترتيب k‏ يمكن as mall‏ على شكل 28-1 . حاول أن تجرب ذلك: 
العدد الفردي الخامس هو 1=10-1=9-(2)5. ومن ثم فإن أول n‏ من الأعداد الفردية يمكن 


2,)28-1( 


يمكننا الآن أن نعر عن تخميننا بشكل أكثر دقة على الصورة: 


تخمين: SV‏ عدد صحيح موجب in‏ 


(2k = 1) =n? 


k=] 
والآن أصبح لدينا جملة رياضية دقيقة يمكن لنا أن نحاول إثبات صحتها. ولأننا كتبنا التخمين‎ 
الآليات الرياضية الحديثة لتساعدنا‎ IS كجملة رياضية باستخدام لغة الرياضيات» يمكننا الاستعانة‎ 
ف إثبات هذه الحملة.‎ 


صياغة التخمينات ۲۹ 


هل فهمت هذه الحملة الرياضية؟ إذا لم تفهمها يمكن لك أن تلجأ إلى إستراتيجيتنا القديمة 
في الاستكشاف من خلال تعويض مجموعة من الأعداد في المعادلة: 


2,)28-1(-)2.1-1(+)2.2-1(+)2.3-1(-1+3+5- 9 


y 
ren 

بعد أن تقوم باستكشاف المسألةء وتحديد الأناط» وصياغة التخمينات» يمكنك أن تنتقل 
للخطوة التالية وهي إثبات صحة حخمينك. وسوف نناقش هذه الخطوة في الفصل القادم. 


(تفسن (ساوں 


بعد أن تستكشف y HLM‏ الأناط» وتضع التخمينات المتعلقة بهذه الأنماط» فإن الخطوة 
اللاحقة في عملية حل المسألة هى إثبات صحة تخميناتك. وعندما تكون قادراً على إثبات صحة 
تحميناتك باستخدام حجج وأدلة رياضية سليمة» فإنك ستكون قادرا على حل المسألة. 

إن أنواع الجمل الرياضية التي نسعى OLY‏ صحتها Bole‏ ما تتميز ببعض النكهات. Yal‏ 
يوجد لدينا الجمل من الشكل " إذا balege" Bob A‏ ما نطلق تسمية "الاقتضاء" (Implication)‏ 
على هذا النوع من الجمل. في الهندسة على سبيل المثال لدينا نظرية فيثاغورث المشهورة: إذا كانت أحد 
زوايا المثلث قائمة» OP‏ مربع طول الوتر يساوي مجموع مربعي طول الضلعين الآخرين. النوع الثاني 
من الجمل يسمى حمل الوجود e (Existence)‏ وفي هذه الحالة نريد أن نثبت أن مفردة رياضية تمتلك 
de got‏ من الخصائص المهمة موجودة بالفعل. by‏ بعض GLE‏ إذا كانت المفردة موجودة بالفعل 
قد نحتاج أن نثبت أنها وحيدة (Unique)‏ (يوجد منها واحدة فقط)» ويطلق على هذا النوع من 
البراهين مسمى "الوحدانية" (Uniqueness)‏ . 

كيف نثبت صحة تخمين رياضي؟ يوجد العديد من الطرائق المختلفة في الرياضيات للقيام 
بذلك» وسنقوم بشكل مختصر بتوضيح أهم هذه الطرائق» علا أن الطرائق التي سنناقشها هنا ليست 
able‏ حيث إن كل فرع من فروع الرياضيات يمتلك طرائق خاصة بي الإثبات. على سبيل المثال في 
نظرية الأعداد يمكننا أحياناً أن نثبت أن المعادلة الديوفنتية المعطاة (معادلة جميع حلوها يجب أن تكون 
أعداداً صحيحة) لا يمكن أن يكون حلها عدداً صحيحاً Le ge‏ باستخدام طريقة معينة من البرهان 


aw‏ طريقة التناقص اللاغائية لفرمات «(Fermat’s Method of Infinite Descent)‏ وتعتمد 


UA 


ry‏ فن حل المسألة الرياضية 


يقة فيرمات على خاصية مهمة للأعداد الصحيحة الموجبة من الحيد أن نعرفها تسمى مبدأ الترتيب 
اخسن (Well Ordering Principle)‏ : كل مجموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة نحتوي على 
ai!‏ الأصغر (Least Element)‏ ; 
وفيا يلي أهم الطرائق الرياضية في البرهان» وسنستخدم بعضًا منها ني الباب الثاني من الكتاب 
عندما نحل بعض المسائل. 


البرهان المباشر 


طريقة البرهان المباشر Direct Proof)‏ ) طريقة مباشرة وواضحة le‏ مثلاً إذا أردنا أن 


a” - 6° =(a-b)(a+d) 
أن حاصل‎ Cady هو أن نضرب المقدارين في الطرف الأيمن من المعادلة»‎ alad فكل ما علينا‎ 
عادة‎ SLAG la الضرب يساوي الطرف الأيسرء المشكلة هنا أن البراهين المباشرة ليست متوفرة لنا‎ 
Abu ad eu 


yla pl‏ بالتناقض 

يستخدم ole dl‏ بالتناقض (Proof By Contradiction)‏ على نطاق واسع في الرياضيات 
الحديثة» ويوجد هذا النوع من البرهان اسم لاتيني شهير (Reductio and Absurdum)‏ الذي يعني 
"البرهان غير Ly" SLI‏ تكون قد رأيت هذه الطريقة تستخدم في إثبات أن V2‏ هو عدد غير نسبي. 
افرض أننا نريد أن نثبت أن جملة ما gat A‏ جملة أخرى B‏ يعبر الرياضيون عن ذلك بالصورة A"‏ 
تؤدي إلى "B‏ وباستخدام الرموز يمكن أن يعبروا عنها بالصورة B‏ ج 4 . وهذا يعني " إذا كانت A‏ 
صحيحة» B Op‏ صحيحة". لكي نثبت أن A‏ تؤدي إلى B‏ باستخدام طريقة البرهان بالتناقض» نفرض 
أن A‏ صحيحة و 8 خاطئة» ثم بعد ذلك وباستخدام جدالٍ ES‏ نصل إلى تناقض من نوع ما. وهذا إذا 
AS‏ صحيحة» BOB‏ لا يمكن أن تكون خاطئة» ومن نّم فإن الجملة B‏ يجب أن تكون صحيحة. 


rr صحة تحميناتك وحل المسألة‎ us 


دعونا نستخدم طريقة البرهان بالتناقض لنثبت أنه لا يوجد عدد زوجي أولي أكبر من 2 
افرض من أجل التناقض أن م re‏ أكبر من 2. le‏ أن م عدد زوجي فإنه يمكننا أن 
نكتبها على الشكل ”2 = م »وبا أن م أكبر من 2» فإن::عدد صحيح موجب أكبر من 1. ولكن عند 
ذلك يمكننا أن نستنج أن م تقبل القسمة على كل من liag. nye?‏ يشكل تناقضأء حيث إن أي 
عدد أكير من 2 له اثنان أو أكثر من العوامل هو عدد مركب (Composite)‏ » وهذا يناقض فرضنا Ob‏ 


م عدد Dal‏ ومن تم فإنه لا يوجد عدد زوجي Dl‏ أكبر من 2 . 


(Contrapositive) el بالمكافى‎ la dl 

من المعروف في المنطق أن الجملة A"‏ تؤدي إلى 8 " تكافئ منطقيًا الجملة "نفي 8 يؤدي إلى 
نفي 4 ". دعونا نأخذ Vite‏ بسيطاً من الحياة اليومية» إن الجملة " إذا نزل على المطرء أصبح "Ur‏ 
منطقيًا هي الجملة "إذا لم أصبح AU‏ فإن المطر لم ينزل علي". أحياناً يكون من الأسهل التعامل مع 
Ue‏ رياضية من خلال النظر إلى dle‏ المكافئ العكسبي. باستخدام هذه الطريقة يمكن لنا أن نثبت 
الجملة A‏ تؤدي إلى B‏ من خلال إثبات الجملة "نفي 2 يؤدي إلى نفي ۸ . 

اذا كان لدينا مثلثاً أطوال أضلاعه Su Cba‏ ع > ۵ > »» هل نستطيع أن نثبت أنه إذا 
كانت © لا تساوي 0+ ca‏ فإ المثلث ليس قائم الزاوية. بالطبع نستطيع . OY‏ جملة المكافئ العكسي 
للجملة السابقة ليست سوى نظرية فيثاغورث التي نعرف مسبقاً Ll‏ صحيحة: إذا كان المثلث قائم 
الزاوية» فإن 0+ ”ه = cc?‏ حيث © طول الوتر (الضلع المقابل للزاوية القائمة). 


العمل للخلف 
أن تتبع هذه الخطوات من خلال السير بالاتجاه العكسى من 8 إلى A‏ 


YE‏ فن حل المسألة الرياضية 
las pS‏ من خلال البناء 
إذا كانت srl B ALL‏ غل "AR" ol te "fee DS‏ فاته SI‏ ت ان "4 


تؤدي إلى 8 "» افرض في البداية أن A‏ صحيحة. ثم قم ببناء كائن من النوع B‏ يعتمد على الفرض 


دعونا نبين من خلال البناء أنه إذا كان yep‏ ۾ أي عددين نسبيين بحيث ٩‏ > ر فإنه يو جد 


عدد نسبي آخر r‏ يقع بين م و ٩‏ . يمكن OW‏ نستخدم البناء لإثبات هذه الجملة من خلال اختيار: 


ee +4‏ 
2 
برهان الوحدانية 
افرض JL Jes ile B Ol‏ حدانية | Ye) ( Uniqueness‏ یو جل علد وحید......). لكي 


نثبت أن " 4 تؤدي إلى 8 ٠"‏ افرض في البداية أن A‏ صحيحة. ثم افرض وجود كائنين مختلفين من 
eg‏ بين أن هذا الفرض يؤدي إلى تناقض . 
لكل عدد من الأعداد الحقيقية غير الصفرية يوجد معكوس ضريء على سبيل المثال المعكوس 
الضربي للعدد 5 = »> هو العدد 1/5 y=‏ وذلك emy =1 OY‏ والعدد 1 هو العنصر المحايد. Los‏ 
نثبت أن المعكوس الضربي للعدد الحقيقي في حالة وجوده فإنه وحيد. افرض أن العدد الحقيقي ‏ له 
معكوس ضربي 7 . من خلال تعريف المعكوس الضربي نعرف أن: 
ry = yt =1‏ 
والآن افرض أن له معكوس ضري آخر 2 . إذا: 
2z =1‏ = عه 
والآن وباستخدام قانون التوزيع في الضرب» نحصل de‏ 
z= 1.2 = (yr)z = yrs = 1 =y.l =y‏ 


ومن ثم فان y‏ = 2 . إذن المعكوس الضربي في حالة وجوده فإنه وحيد. 


أثبت صحة تخميناتك وحل Yo LA‏ 
البرهان باستخدام المثال المناقض 


بعض الجمل الرياضية يمكن إثباتها (أو دحضها) ببساطة من خلال slej‏ مثال مناقض 
(Counterexample)‏ . وفيها يلي نقدم Vite‏ بسيطاً. افرض أن لديك التخمين التالي: جميع الأعداد 
الأولية هي أعداد فردية. بالنظر إلى الأعداد الأولية: 
117 
يبدو أن هذا التخمين صحيح» حيث تظهر جيع الأعداد الأولية بأنها أعداد فردية» ولكنه 
cp ble on‏ وكل ما نحتاجه لإثبات ذلك هو البحث عن مثال مناقض واحد» JULI lia g‏ هو العدد 
2 حيث إنه عدد زوجي duly‏ وني الحقيقة فإن العدد 2 هو العدد الزوجي الأولي الوحيد. 


الطريقة الأخيرة في البرهان الذي سنتطرق إليه تستخدم بشكل واسع في الرياضيات. 
وخصوصاً في نظرية الأعداد والتوافقية. من المهم جداً أن نقوم بإعطاء مثال على إثبات التخمين الذي 
Se‏ معنا في الفصل الغامس» أما الطرائق الأخرى للبرهان فستظهر معنا في الباب الثاني من الكتاب. 


الاستقراء الرياضى 

الاستقراء الرياضى (Mathematical Induction)‏ يبدو غريباً عندما تراه للمرة الأولى. 
البرهان باستخدام الاستقراء الرياضى يشبه لعبة أحجار الدومينو. تخيل أن لديك مجموعة من أحجار 
الدومينو مرتبة بشكل خطي في صف. إذا سقط الحجر الذي ترتيبه n‏ واصطدم بالحجر التالي» Ob‏ 
الحجر الذي ترتيبه alle n+l‏ لكن Ns‏ تیدا هذه الا غي لك ON‏ تدفع 
أحد o Y‏ وإذا أردت أن تسقط جميع الأحجار يجب عليك أن تدفع الحجر الأول. وبعد ذلك 
سيسقط الحجر الثاني» والثالث» وهكذا > تسقط جميع الأحجار. 

إن إعطاء مثال هو أفضل طريقة لتعلم الاستقراء الرياضى؛ لذا Les‏ نستخدم هذه الطريقة في 


Ola l‏ لإثبات التخمين الذي So‏ معنا في الفصل الخامس. وسأقوم بتسميته "نظرية" لأنناسوف نقوم 
بنجاح بإثبات أنه جملة صحيحة. 


Y‏ فن حل المسألة الرياضية 


نظرية: لأي عدد صحيح موجب n‏ 

١ 2k-1)=n 
Sfa-ı)=n 
اليرهان:‎ 


دعنا نفترض أن )21( = f(n)‏ . ما نريد إثباته هو أن f(n) =n?‏ . في البداية» ومثل دفع 


k=] 


ا لحجر الأول من أحجار الدومينوء يجب علينا أن نبين أن 1 = fl)‏ 
1 
fl) = 2, (28-1) =(2.1-1)=2-1=1= 7‏ 
k=]‏ 
ومن od‏ فإن الخطوة الأولى التي نسميها "أساس الاستقراء" صحيحة. والآن GE‏ إلى الجزء 
الذكي. نريد أن نبين أنه إذا قمنا بدفع الحجر الذي ترتيبه ٠١‏ فإنه سيسقط الحجر الذي ترتيبه 1+ ٠"‏ 
وهذا يعنى أنه علينا أن نبين أنه إذا كانت (7)/ صحيحة» فإن )1+ f(n‏ صحيحة. وهذا يعنى أنه 
يمكننا أن نكتب معادلة )1+ f(n‏ مفترضين أن e fin) =n?‏ ونرى إذا ما كنا قادرين على إثبات أن 
f(n +1) = (n - 1)‏ . سكا وهنا ا 


f+ = 2 (2-1) 
= > (24-1) +(2(n+1)-1) 


= Y (2-1)+2n+1 


Kk 

n + 2+ [1 
in +1)(n +1) 
( 


a 


n +1) 


لاحظ أننا استخدمنا الفرض n‏ = (1- 2۲) < لإثبات أن (2k -1) = (+IP‏ > والآن با 


ج 


fl) = 2 ol‏ ونا a‏ صحة fin)‏ تقتضي صحة cfin+1)‏ نستطيع J gil‏ إن *2 = f(2)‏ . وبا أن 
Of (2) = 2‏ هذا يقتضى أن 3 = (3)/ . وهكذا حتى تسقط جميع أحجار الدومينو. 


أثبت صحة تخميناتك وحل المسألة Py‏ 
التكتيكات الرياضية 
بعد أن حددت الأناط المهمة» وقمت بصياغة التخمينات وإثباتهاء تحتاج الآن أن JE‏ المسألة 
النهائيةء وهذا يقتضي وضع جميع أجزاء الأحجية معاً. ble‏ حتى تكون berl‏ سوف تحتاج أن 
تستخدم تكتيكات (Tactics)‏ أو خدع رياضية خاصة لكي JF‏ المسألة. من الأمثلة على التكتيكات 
الرياضية تحليل كثيرات الحدود. والضرب بمرافق العدد المركب» أو فحص الحالات الزوجية 
والفردية بشكل منفصل. يوجد عدد كبير جدًا من التكتيكات الرياضية بحيث يصعب علينا مناقشتها 
جميعهاء والطريقة الأفضل لتعلم التكتيكات هو حل عدد من المسائل الرياضية» وسوف نرى العديد 
من التطبيقات الواقعية للتكتيكات عندما نحل مسائل رياضية في الباب الثاني . الملحق (C)‏ يزودنا 
بقائمة مرجعية للعديد من التكتيكات الرياضية» ويمكن لك أن تستخدم الملحق (C)‏ في كل مرة JE‏ 
EL a y Bali st, ul‏ من ¿elas‏ خل ILL‏ 


2) an) 


المسار الرياضى المنضبط يحتم عليك la‏ أن تتحقق من حلك. في بعض الحالات قد ترتكب 
Lee‏ ماء وفي حالات أخرى قد لا ترتكب أي نوع من الأخطاء ولكنك وصلت إلى حلول غريبة لا 
gad‏ شروط SL‏ 

من الناحية الفنية» العبارة GA”‏ من حلك" تتكون من شقين: تحقق من جوابك» تحقق من 
حلك. إذا طلبت منك المسألة جواباً ما -عدد مثلاً- يجب عليك أن تتحقق أن هذا العدد صحيح 
ويؤدى إلى حل المسألة. بالإضافة لذلك وبا أن الرياضيين يريدون أن يروا Y al‏ متسلسلة ومنطقية 
للمسألة» SVE‏ أهمية هو أن يكون حلك صحيحا. التحقق من صحة حلك يعني أن عليك أن تتحقق 
من خطواتك المنطقية» ومن الحجج التي قدمتهاء ومن المنطق الذي سرت عليه. 

كيف يمكن لك أن تتحقق من حلك؟ يوجد العديد من الطرائق للقيام بذلك. أقوى هذه 
الطرائق هي أن تبين أن المنطق الذي استخدمته والتبريرات التي سقتها لا يوجد بها أخطاء» وسوف 
تحتاج إلى العودة من البداية ومراجعة خطواتك المنطقية والنظر إلى جميع التفصيلات الصغيرة» وقد 
يكون من الجيد أن تعرض عملك على أحد الرياضيين لمراجعته والتأكيد على صحته. 

المسار الثاني للتحقق من صحة الحل هي الاختبار العددي (Numerical Testing)‏ . لا يوجد 
أي كمية من الأمثلة العددية تكفي لإثبات نظرية ماء ولكن مثال مناقض وحيد سيكون كافياً لنفي أي 
جلة رياضية مفترضة. الاختبار العددى (تعويض أعداد ف المعادلة أو الصيغة) يمكن له أن يساعدك 
بشكل كبير على فهم معنى النظرية. 


۳۹ 


$s‏ فن حل المسألة الرياضية 


المسار الثالث للتحقق من الحل هو أن تنظر إلى الاتساق الداخلي (Internal Consistency)‏ 
للحل أو النظرية. هذا المسار يعد "مقياس للملائمة"» هل يتلاءم حلك مع الإطار الموجود 
للرياضيات الحديثة؟ هل النتيجة التي توصلت إليها تتعارض مع نظرية رياضية أخرى Eto‏ 
صحتها؟ أم أنها تتلاءم جيدًا وتنسجم مع النتائج الأخرى المعروفة؟ إذا قمت بإثبات نظرية تتعارض 
مع النظرية الأساسية في الحساب (وحدانية التحليل الأولي)» فإن نظريتك بالتأكيد خاطئة» حتى لو 
كنت لا تعرف السبب الذي يجعلها كذلك» وذلك OY‏ النظرية الأساسية في الحساب تم إثباتها في 
العديد من المرات» من خلال العديد من الرياضيين» وباستخدام طرائق مختلفة ومتنوعة. إذا كانت 
نتيجتك صحيحة فلا بد أن تتسق Gels‏ مع النظريات الرياضية الموجودة. 

دعنا ننظر إلى مسألة توضح BU L‏ علينا دائ أن نتحقق من حلنا. أوجد الحلول المختلفة 
للمعادلة: 

Jv — [20 +1] - 4 


لأي عدد حقيقى :د » تعرف القيمة المطلقة للعد =± كما y‏ 


r TED 
d= 


-r ifr<0 

يمكن لنا أن نستخدم هذا التعريف لتبسيط المعادلة 4 = ]1+ 2| - + 

المعادلة 4 = |1 + [pr‏ :| يمكن أن تكتب على الشكل 
)\( 4 = 1+ 25 - 2 
أو: 
(Y)‏ 4 = 1+ 2|- ب 

باستخدام تعريف دالة القيمة المطلقة يوجد لدينا احتمالينء المعادلة )١(‏ يمكن أن تكتب على 
الشكل 4-ء = |1 + 2|ء وهذا يؤدي إلى احتمالين Lal‏ 


2r+l=x-4 (Y) 


EN من حلك‎ Git 
أو:‎ 
2: +1=-(2-4) 
r=1 حل المعادلة )£( يعطينا‎ loo ٠» = 5 حل المعادلة )1( يعطينا‎ 
: نفحص المعادلة (۲). يمكن أن تكتب المعادلة (۲) على الشكل‎ Leo والآن‎ 
2+1 + 4 
2 + 1 - -)# + 4[ 
w= -5/3 حل المعادلة (5) يعطينا‎ ler = 3 حل المعادلة )0( يعطينا‎ 
ومن ثم يبدو أننا وجدنا ما يظهر على أنه أربعة حلول مختلفة:‎ 
x = —5,1,3,-5/3 


هل هذا صحيح؟ على الرغم من أن تحليلاتنا الرياضية كانت صحيحة» OP‏ 2=3 و 
leo c‏ الحلين الآخرين 





(£) 


(0) 


(1) 


r= —5/3‏ هي فقط الحلول الصحيحة للمعادلة الأصلية 4 - ]1+ 22 - نه 


2= ك و z=]‏ غير صحيحين» ويمكن لنا رؤية ذلك من خلال تعويضههما في المعادلة الأصلية: 


-5 — 12(-5) + | = 


= 





| = |-5-9| = |-14 - 4 








1- 


ملخص القصة هو أن [slo thle‏ التحقق من إجاباتك وحلولك. 





+ =] |=} -3]=[-]=2 


we) ya) 


لمع الحجر 


من المهم أن تظهر عملك بشكل جيد» لذلك بعد أن تنتهي من حل مسألة رياضية عليك أن 
"تلمّع الحجر". قم بتوضيح حلك» واحذف الأشياء غير الضرورية» وركز على العناصر المهمة من 
خلال تدوينها وكتابتها. اكتب حلك بطريقة منظمة وكأنك تستخدم فرشاتك الملونة لرسم لوحة فنية 
جميلة» اكتب نظرياتك وبراهينك fal‏ طريقة ممكنة؛ كن فناناً وحاول أن تظهر الجمال الرياضي. 

الناس الذين ينظرون إلى الرياضيات على lel‏ بحرد شكل معقد من أشكال الحساب. عادة ما 
يتفاجؤون عندما يسمعون فكرة أن الرياضيات هي فن جميل. يمكن لك أن تعتقد - بشكل خاطئ 
طبعاً - أن الرياضيين لا يمتلكون العنصر الإبداعي لوضع "الفرشاة الملونة" على اللوحة الفنية. 
الرياضيات تصبح نوعاً من الفنون الجميلة عندما تتعلم كيف تتعامل معها كفنان. دعنا نأخذ مثالا 
يوضح كيف تتعامل مع الرياضيات كفنان وتلمّع الحجر. لا يوجد هنا شيء صحيح أو شىء خاطئ» 
فقط استمتع وامرح مع الرياضيات. 

افرض أنك أثبت أن دالة معينة f(n)‏ » معرفة على مجموعة الأعداد الصحيحة لما الشكل JE‏ 





eLKa . fín) =‏ أن ot‏ قف هنا م لماذا؟ ماذا تعن هذه الدالة؟ أحد التفسرات ه Y‏ 
fin) as‏ . د ل نتو فف « ولكن دا تعني يرات هي ال 


1+ عدد فردي. ماذا يمكننا أن نعمل al‏ هل يمكننا أن نقوم بشىء ممتع ومبدع؟ إليك الفكرة 
التالية: إذا عرفت أن المعادلات التالية: 


n(n+1)(2n +1) nin +1) 


i 1 و‎ 1+2+3+..+n= 


1 + 252 + 32+ aS 





¿Y 


3 فن حل المسألة الرياضية 


فإنه يمكنك أن تعيد كتابة f(n)‏ كجملة تتعلق بنسبة بين مجاميع أعداد صحيحة موجبة: 


3.f(n) 8 : 1+42+3+..+28 


ليونهارد أويلر وهو أعظم رياضي القرن الثامن عشر عادة ما كان يقوم بهذا النوع من SLM‏ 
الإبداعية» وكان بارعاً جدًا فى ذلك. النظريات الجميلة عادةٌ ما تتحول إلى نظريات age‏ القوة الكامنة 
في دراستك للرياضيات كنوع من الفنون يجب أن تدفعك لكي تسعى لإظهار الجمال الرياضي. 

لكي نقوم ب "تلميع الحجر" علينا أن نقدم تفسيراتنا ونتائجنا الرياضية بطريقة "نظيفة" 
وأنيقة بقدر الإمكان, لذا علينا صياغة نتائجنا بحيث تعبر عن أكبر قدر من المعلومات بأقل مجهود 
ممكن» وهذا ما يسمى مبدأ اقتصاد القوة (Economy of Force)‏ » فالرياضيات تصبح أكثر قوة عندما 
تنجح الجمل البسيطة في ضم الكثير من الأراضى. 

من Sle sll‏ المعتادة التي يقوم مها الرياضيون تجنب الإشارة إلى عملياتهم الاستكشافية 
والاستقصائية» ولحذا السبب يظهر الرياضيون أحيانا بأنهم عباقرة» حيث يكتبون مسألة ماء ويقدمون 
فكرة ذكية» ويحلون المسألة» وهذا ما يشبه العملية التي يقوم مها الساحر عندما يخرج الأرنب من تحت 
القبعة» وهي تبدو لك كذلك لأنك لا ترى الأمور التي تحدث خلف الستارة. قد يمضى الرياضي 
العديد من الأسابيع يملأ سلال النفايات الورقية بالمحاولات الفاشلة قبل أن يصل في النهاية إلى حل 
UN‏ وجميلء ثم بعد ذلك يقوم ب "تلميع الحجر" حيث يزيل المخلفات والتفاهات ويقدم alas‏ 
بطريقة رياضية احترافية وجذابة. إذن عليك أن تفعل الشىء نفسه. 

دائ وثق حلّك من خلال كتابته» حيث إن عملية الكتابة ستساعدك على توضيح أفكارك وبلورتها 
ورؤية الأخطاء التي وقعت فيهاء كا أن الكتابة ستجبرك على التفكير بالتفصيلات الصغيرة وشرحها 
لشخص آخر. إذا لم تستطع أن تشرح أفكارك من خلال الكتابة» فأنت على الأغلب لم تفهم عملك. عليك 
أن تتقن الكتابة الرياضية dole LAY‏ ما تكون الخطوة الأخيرة والنهائية في عملية حلك للمسألة. 


o>) ga) 


فكر وتعلم 


إذا أردت أن تصبح أفضل في عملية حل المسألة الرياضية» يجب عليك أن تفكر وتتعلم من 
كل مسألة رياضية تعالجها. فبعد أن تقوم بحل المسألة» وتحلل حلك بعناية» عليك أن تجب عن 
السؤال: هل واجهت أي مصاعب أو عوائق ذهنية؟ ما هو الشيء الصحيح الذي قمت به؟ ما الذي 
كان باستطاعتك عمله بشكل أفضل؟ ابحث عن الأفكار المفتاحية» والمفاهيم. والمبادئ» والطرائق 
التي ساعدتك في حل المسألة» واكتب ما تعلمته. هذه الأشياء ستكون مفيدة عندما JE‏ المزيد من 
المسائل في المستقبل. ابحث أيضًا عن أي نظريات قد تساعدك في حل المسألة بطريقة أكثر فعالية. 

إلى جانب مراجعتك للحلء انظر إذا كان هناك حل آخرء الكتب التي تتناول المسائل الرياضية 
Sale‏ ما يوجد بها حلول للمسائل في نباية الكتاب» اطّلع على حلول الناس الآخرين لترى إذا ما كنت 
ستتعلم bs‏ منهم» وعادة ما يوجد AST‏ من طريقة صحيحة تؤدي إلى حل المسألة الرياضية» الناس 
الآخرين ربا جدون طراتق أفضل لحل مسآلتك» ومن خلال اطلاعك على pb gle‏ يمكنك أن تتعلم 
ونحسن من قدراتك في حل المسائل الرياضية. 

تجميع المسائل الجيدة وتصنيفها هي إحدى الممارسات الجيدة التي يمكن أن تقوم Es the‏ 
يمكن هذه المسائل أن تكون مثيرة للاهتام» وممتعة» ومفيدة» وتقدم لك المساعدة في المشكلات التي 
قد تواجهها في سياق العمل. يجب عليك أن at‏ وتحتفظ وتدرس هذه المسائل. أنا شخصيًا أفضل 
أن أحتفظ بالمسائل SLA‏ من خلال تدوينها على بطاقات مصنفة من القياس (5x8)‏ تتكون كل 
بطاقة من ثلاثة أقسام: المسألة» والأفكار المفتاحية» والحل. وعندما يكبر عدد المسائل التي تحتفظ بها 
يمكنك أن تقوم بتصنيفها وفقاً للنوع: نظرية الأعداد» التركيبات» الجبر المنطق» ... إلخ. وهذا مثال 
على أحد البطاقات التي استخدمها لتصنيف المسائل التي أقوم بتجميعها: 
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الرقم: ۲۷ التطابق نظرية الأعداد 


المسألة: هل يمكن تمثيل العدد 10 كمجموع مكعب عدد صحيح مو جب وعدد صحيح 


cas‏ مرفوع للقوة الرابعة؟ m3 +n m,neZ‏ = "19 ؟ 


الأفكار المفتاحية: de‏ بين الاغيار الأعداد الصحيحة وفقا للقياس 13 


الحل: لا يمكن القيام بذلك» فعندما نأخذ بعين الاعتبار الأعداد الصحيحة lá y‏ للقياس 


613 نجد أن: 
(mod 13)‏ 12 ,8 ,5 ,1 ,0= ثم 
وبشكل Ple‏ فإن: 
(mod 13)‏ 9 ,3 ,1 ,0= ثم 

ومن نّم فإن "۸ + ”يمكن أن تكون متطابقة مع 0» أو 1» أو 2 أو3» أو 4 أو 5 
أو 6» أو 8ع أو 9 )13 (mod‏ ولکن لیس مع )13 (mod‏ 7 . على كل حال 6(mod3) op‏ = 19 
٠‏ أي إن )13 UU .199 = 6" > 7 (mod‏ فهذا غير ممكن. لاحظ من خلال نظرية فرمات أن 
(mod 13)‏ 1= 6°« ومن oF‏ فإن )13 (mod‏ 7= 67- "6 (وذلك بعد القيام بالعديد من 
عمليات التبسيط الطويلة). 





MÁs 


W 


حل مسائل رياضية بإستراتيجية المدفأة 


مقدمة الباب الثاني 

سنقوم بالعمل OV‏ من خلال محاولة فهم ومناقشة بعض المسائل الرياضية الحيدة والمثيرة 
للتحدي. معظم الكتب المتعلقة بحل المسألة الرياضية تقدم مجموعة من المسائل متبوعة ببعض الحلول 
العبقرية والذكية» وعلى فرض أنك استطعت فهم الحل» فإنك ستشعر بالغباء» وسيأتيك شعور أنه ليس 
لديك أي فرصة OY‏ تكون ذكيًّا جدًا بحيث تستطيع حل مثل هذه المسائل بنفسك. وهذا في الحقيقة جرد 
وهم؛ فالشخص الذي حل المسألة لم يبدأ الحل بفكرة بسيطة وعبقرية» ولكنه بالتأكيد صارع وعانى لوقت 
طويل وقام بالعديد من المحاولات الفاشلة قبل أن يصل إلى هذا الحل العبقري والآنيق. 

وبشكل عام في حل المسألة الرياضية فإن الحلول القبيحة تسبق الحلول الحميلة» فالحل القبيح 
يظهر بهذا الشكل الجميل بعد أن تقوم بالكثير من العمل الشاق» وتقضي الكثير من الوقت في 
استكشاف الحلول القبيحة. Leo‏ نجلس حول المدفأة ونناقش بشكل ودي بعض الاستكشافات 
الرياضية» وحاول خلال استكشافنا هذه المسائل أن تبحث عن الأفكار المفتاحية والرؤى الثاقبة 
المتعلقة بالحل النهائي. 


¥ 


Gd) رساد‎ 


3090 ع الجذور 


لتكن fa‏ دالة حقيقية القيمة معرفة على ie pat‏ الأعداد الحقيقية. إذا كانت الدالة F(a)‏ 
تلك ins‏ جذور حقيقية ختلفة» وتحقق الخاصية (2 + 5)/ = ( - 5)/» أوجد مجموع هذه الجذور. 

تبدو هذه المسألة cbs le y dae‏ حيث ll‏ تطلب منا إيجاد مجموع الجذور لدالة لا نعرف 
قاعدتها ولا حتى كيف تبدوء وفي الحقيقة فإنها تبدو وكأنها مسألة يستحيل علينا حلها. 

كان من الجميل حقا لو كانت الدالة fa)‏ كثيرة حدود؛ فعندها كنا نستطيع أن نستخدم حقيقة 
وجود خمسة جذور مختلفة ونستفيد من النظرية الأساسية في الجبر لنحصل على كثيرة حدود عامة من 
الدرجة الخامسةء وهذا كان سيعطينا على الأقل مكاناً ما لنبدأ منه الحل. ولكن للأسف المسألة لم تشر 
إلى ao‏ حدودء وكل ما نعرفه أنها دالة حقيقية القيمة لها ind‏ جذور حقيقية ختلفة» ومن 
تم فإن الدالة يمكن أن تشبه أي شىء يمكن تخيله. يا للهول! إن هذا يشعرنا بالضياع» من أين سنبداً 
حل هذه المسألة؟ 

هل فهمنا المسألة حقاً؟ أولآء المسألة لم تطلب منا إيجاد الجذور الخمسة» ولكنها طلبت منا 
ole]‏ مجموع هذه الجذور. ومن ثم يمكن لنا أن نعالج مجموع الجذور من خلال التعامل معها ككيان 
منفصل دون الحاجة لتحديد الجذور الفردية ls . =, ٠#, om, en cm,‏ بيا أن الدالة f(x)‏ معرفة 
على الأعداد الحقيقية فلا داعي للقلق من الأعداد المركبة. ثالثاء بها أن المسألة لم تعطنا سوى العلاقة 
f(5-2) = f(5 +2)‏ فإن الإستراتيجية الأفضل لحل هذه المسألة تكمن في تسليط الضوء على هذه 
العلاقة بدلاً من محاولة تحديد طبيعة أو شكل هذه الدالة. 


tq 
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ما هو هجومنا الغاشم للحل؟ لسوء الحظ dy‏ يتعلق بهذه المسألة بالذات أشعر أن أفكاري 
مشتتة. با أننا لا نعرف الدالة c f(a)‏ فإننا لا نستطيع تعويض بعض الأرقام في قاعدة الدالة للبحث 
ys‏ في البيانات. لقد أمضيت الكثير من الوقت لمحاولة رسم الدالة ولكن ذلك لم يساعد LS‏ 
Les‏ نستكشف هذه المسألة من خلال التركيز على العبارة المعطاة )542( = (» - 5)/ . سيكون 
من الجميل معرفة بعض الأشياء البسيطة والأساسية المتعلقة ذه العبارة مثل: (0)/» fa) » f(x)‏ . فكرة 
أخرى قد تكون مفيدة بالنسبة لنا وهي دراسة ما إذا كانت الدالة f(a)‏ دورية آم لا من خلال البحث عن 
عدد حقيقي T‏ بحيث يكون f(E) = f(E +T)‏ . ولكنني سأقوم باستبعاد هذا الاحتمال؛ لآن المسألة تخبرنا 
بوجود خمسة جذور مختلفة» ومن نّم إذا كانت الدالة f(x)‏ دورية» OP‏ وجود جذر واحد لما يعني وجود 
عدد لا نهائي من الجذور الأخرىء وذلك لأنه إذا كان ,» جذر للدالة فإن: 
fa) = f(a, +T)=0‏ 
وهذا يعني أن: 
f(x, +T) = f((2, +T)+T) = f(2,+2T)=0‏ 
وهكذاء دعنا نرى إذا كان بالامكان إيجاد Ne‏ ل f(x)‏ فأنا لا أحب رؤية الأحجية 5-7 
و les .5+r‏ نقوم بتعويض 5+ - »أو z=u-5‏ في العلاقة الأصلية لنحصل على 
fu) = /)10 u)‏ . وإذا قمنا باستبدال u‏ ب 2 op‏ هذا ¿IN‏ 
f(x) = F(10— x)‏ 
من الواضح أن هذه العلاقة أفضل من العلاقة الأصلية التي أعطيت في المسألة» وذلك لأنها 
تعطينا f(z)‏ نفسها في الطرف الأيسر. والآن دعنا نفكر قليلاً. نحن نعرف أن الدالة f(x)‏ تمتلك خمسة 
جذور dake‏ لنفترض أن هذه الجذور هي: ,2» cm, em,‏ ,2 » ينه . إذا عوضنا هذه الجذور الخمسة 
في f(x) = /)10- :( BW‏ نحصل على : 
f(z) = fQ0-z2,) =0‏ 
f(z,) = f(10-x,) = 0‏ 
f(x,) = fl0-x,) = 0‏ 


OA الحذور‎ = 


f(e) = f0-2,)=0 
f(z,) = f(l0-2,) = 0 
CT eT, ot, oT, ليست فقط‎ f(x) هذه المعادلات تخرنا أن الحذور الخمسة المختلفة للدالة‎ 
OP هذه الدالة. ومن تَّم‎ Ale جذور‎ Lal ولكن ,7,10-2,,10-2,,10-2,,10-2 - 10 هي‎ » 2, 
مجموع الجذور يساوي:‎ 


T, + ,ند‎ +r, +2 +2 =/10- z, ) + (10 - r, ) + (10 - x, + (10 _ r) + (10 - z, ) 


= 0 — 9 age 45,42, + 7, ) 


إذا فرضناآن ينه + ينه + ينه + ينه + ٠8 = 50-5 OS =a,‏ أو 50 = 25 . ولهذا فإن مجموع 


NO) YUI) 


Jala‏ ضرب الظلال 


is dal 
P = tan(15).tan(30).tan(45).tan(60).tan(75) 

حيث جميع الكميات معطاة بالدرجات y‏ بالتقدير الدائري (الراديان). 

هله ULM‏ تعد Vibe‏ جدا e o‏ ين A alle EI MO dl‏ 
سيا » > إنك dolls‏ اول ill AT‏ وقد الحواب coud!‏ ولكنك )13 فخلت ذلك ف 
اخختبار الرياضيات في كليتك Ob‏ المحاضر سوف يعطيك درجة الرسوب "ه". ولكن لاذا؟ GUY‏ 
الحقيقة نريد "حل" هذه المسألة» ونريد أن نرى طريقة ثاقبة ومنطقية وجميلة لحل DLL‏ دون اللجوء 
إلى الآلة الحاسبة أو جداول الدوال المثلثية. أي شخص بإمكانه إيجاد الجواب» ولكنك بحاجة لفنان 
لإيجاد حل جميل. 

كيف نبدأ؟ دعونا Is‏ بحل "الهجوم الغاشم"» خذ آلتك الحاسبة» ثم أدخل الأرقام ثم 
اضغط على زر الظل وجد حاصل الضرب. ستحصل على الإجابة "1" مذهل! هذه ليست صدفة» 
يبدو أن Cok,‏ بارعاً وبشكل متعمد قد رتبها لتكون ببذه الشكل. عندما تحصل على إجابة جميلة Ans‏ 
مثل "1" أو "0 " عليك أن تكون متيقئاً أن شيئا Lace‏ يحدث في هذه المسألة. WE‏ ما يكون حل المسألة 
أسهل إذا كنا نغرق الاجابة مستا Sem‏ إن معرفة أن الحواب سيكون "2-1 " سيوجهنا إلى LEN‏ 
الصحيح الذي Lake‏ أن نسلكة. 


oy 
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با أن جواب هذه المسألة هو "1" الذي هو Wad‏ جواب er‏ يجب أن نسأل أنفسنا كيف يمكن 
أن يكون الجواب "1 "؟ الظل والدوال المثلثية الأخرى مثل الجيب وجيب التهام تعطينا نسب الأضلاع في 
المثلثات القائمة الزاوية. ولذلك فإن ظل زاوية ما سيكون نسبة مثل > |. وبا ننا نقوم Job ter‏ 
ee‏ ——— 
“ole‏ 
مک ا ر A‏ 


في المثلث القائم الزاوية يوجد زاوية واحدة قياسها 90 والزاويتان الأخريان؛ لنسميهما مثلاً 
6 4 يجب أن يكون ge get‏ '90., أي أن 90= م +6 وذلك OY‏ مجموع زوايا SLU‏ 0. ومن 


نّم إذا كان tan (€ Ø)‏ يساوي 3 * | فلا بد أن يكون ) 4( tan‏ الذي هو الزاوية الأخرى يساوي | 2( 


لنرسم صورة تساعدنا على توضيح ذلك: 





tan d.tand = tan .tan (90 — 2 =‏ 
وهذا ما نحتاجه بالضبط, والآن نحن نعلم كيف سنتابع. لنأخذ أزواجاً من دوال الظل بحيث 
تكون زواياها متتامة |S (90° Ye sas)‏ يى: 


tan (15 1 tan (7: 5). tan (30)t an(60)t an (45 ) 


حاصل ضرب الظلال 20 


حسناً نستطيع أخذ زوج الزوايا )15 75( OY‏ 15+75-90» كما نستطيع أخذ زوج 
الزوايا )30° 60°( SY‏ 90 = 30+60 » ماذا عن الزاوية 45 ؟ لقد حالفنا الحظ هنا حيث إن ظل 
الزاوية 45 هو "1". والآن وباستخدام حيلة الأزواج» مع حقيقة أن tanó.tan(90-0)=1‏ نحصل 
على ا حل التالي : 

tan(15).tan(75).tan(30)tan(60)tan(45) = 1 

لاحظ آنه باستثناء الزاوية 45° فإننا لم نحتج أن نعرف القيم الفعلية للظل» كا أن DY)‏ الحاسبة 
أو جداول الدوال المثلثية لم تكن ضرورية. عندما تكتب حلك لنشره فإنك لا تخبر الناس عن أساليبك 
الاستقصائية السرية؛ فأنت تعرض المسألة» ثم توضح أنه يجب عليك أن تستخدم خدعة المزاوجة» ثم 
تحل المسألة. وهنا سوف يعتقد الناس أنك عبقري. 


DY DULY 


كتبرة 395511 الواحدية من da yall‏ الرابعة 


إذا كانت f(x)‏ كشرة حدود واحدية (Monic Polynomial)‏ من الدرجة الرابعة Ub‏ الشيم ¿Y‏ 
f(3) = 30 , f(2) = 20 , fil) =10‏ 


جد قيمة المقدار: 
f(12) + f(-8) - 19000‏ 

كيف يمكن لنا حل مثل هذه المسألة؟ تفكيرنا الأولي سيتجه نحو إيجاد كثيرة الحدود fa)‏ 
ويبدو هذا OV Galata‏ معرفة f(a)‏ سيمكئنا من حساب المقدار 19000 - f(12) + f(-8)‏ بسهولة ثامة. 
من خلال التعريف فإن كثيرة الحدود الواحدية هي كثيرة حدود معاملها الرئيس هو العدد واحد. 
ومن نّم فإن الصيغة العامة لكثيرة الحدود الواحدية من الدرجة الرابعة سيكون على الصورة: 

fla)=r’+ar’ + ثوز‎ + cz + d 

بحيث إن المعامللات co 6b ca‏ هي أعداد حقيقية (أو قد تكون مركبة) مجهولة. یو جل 
نظرية قل تكون عفيدة La‏ 

نظرية 1.3 كثيرة الحدود f(a)‏ من الدرجة n‏ يمكن تحديدها LE‏ بصورة وحيدة من JAS‏ 
معرفة قيمتها عند 7+1 من القيم المختلفة ل 2. 

لدينا مشكلة محتملة هناء فكثيرة الحدود الواردة في المسألة من الدرجة الرابعة» ولكننا نعرف 
قيمتها عند ثلاث نقاط فقط وليس خمس. بالطبع الوضع ليس بهذا السوء» حيث إن كثيرة الحدود 


OV 


0۸ فن حل المسألة الرياضية 


واحدية» ومن ثم لدينا أربعة مجاهيل فقط ce ob ca‏ 4. ولكن المسألة ما زالت قائمة حيث إننا 

نعرف قيمة الدالة عند ثلاث نقاط فقط. BL‏ علينا أن نفعل؟ Les‏ نمتلك الثقة OL‏ الأشياء ستسير 

Lasi‏ وستعمل بشكل ماء ولنتخلى عن الحذر والخوف les‏ العدو بشكل مباشرء ومع أن هذا يبدو 

غير منطقي ولكنها إستراتيجية في الرياضيات صحيحة LOE‏ والآن دعنا نستخدم المعطيات الموجودة 

: /)3( - 30 <F(2) = 20 (6ثرء‎ -10 LU 

FU) =a+b4+c+d+1=10 

(2) = 8a + 4b + 2c +d +16 = 20 

f(3) = 27a +9b + 3c +d +81 = 30 

إذا أعدنا ترتيب هذه المعادلات نحصل على نظام من ثلاث معادلات خطية in Ga‏ 
‚als‏ 


a+b+c+d=9 
Sa+464+2ce+d=4 
21a + 9b + 3c + f =-51 


وبا أن sue‏ المعادلات أقل من عدد helal‏ يبدو أن هذا النظام ليس له حل وحيد. دعنا 
نتظاهر بأننا نعرف قيمة d‏ ونعيد LLS‏ نظام المعادلات ب بحيث يبدو نظاماً من ثلاث معادلات في 
ناد نه جاهيل cC cb ca‏ 


9-0 - ع + ثم + نو 
sa+4b+2c0=4—d‏ 
27a+9b4+3c = -5 [1 - j‏ 


وإذا كنت تفضل التعامل مع المصفوفات يمكنك إعادة كتابة هذه المعادلات باستخدام 
¿LS ral‏ 


كشرة الحدود الواحدية من الدرجة الرابعة oq‏ 

وعند هذه النقطة» كل ما لدينا هو مجرد تمرين قياسي في الجبر الخطي. يوجد العديد من الطرائق 
المميزة لحل هذا النظام» ولكن الطريقة المباشرة هي : 

- جد قيمة a‏ من المعادلة الأولى بدلالة 6b‏ © ومن ثم عوض هذه القيمة في المعادلة الثانية. 
- حل المعادلة الثانية بالنسبة للمتغير 0 . 
- عوض ca dad‏ المعادلة الثالثة وجد قيمة ©. 
- اعمل بطريقة عكسية لإيجاد قيمة كل من ١‏ و 6. 
دعنا نتجاوز التفصيلات وننتقل مباشرة لنتيجة حل هذا النظام: 


11d i. 
c=d-— (b=d+11 «a =-——Ó0 
6 6 


كل ما Lyle‏ القيام به الآن هو تعوض قيمة ob ca‏ » في كثيرة الحدود: 
f(z) = z* tar’ +b3 + cz + 0‏ 
[ojeras ara‏ 
6 | 0 
ويبدو هذا التعير معقدا Le g‏ ماء ولكن راقب ماذا يحدث عندما نجد قيمة: 
f(12) + f(-8) - 19000‏ 


حيث ستحصضل عل أن: 


f(12) + f(-8) - 19000 = 12000 - 165d + 165d + 7840 - 19000 
= 840 


au) ( BOR, 


Y‏ بوجد 3959 سالبة 


أثبت أن المعادلة: 
-5r -4r - +4 = Û‏ 2° 
ليس ها جذور حقيقية سالبة. 


هذه واحدة من مسائلى المفضلة؛ حيث إنها مسألة جيدة للتدريس EN‏ تتضمن العديد من 
الأفكار والإستراتيجيات المتعلقة بحل المسألة. دعونا نتذكر أن جذور كشرة الحدود fa)‏ هي جميع 
قيم : التي تحقق المعادلة 0 = Fa)‏ . النظرية الأساسية في الجبر التي تعد أهم نظرية في الجبر تخبرنا أن 
كثيرة الحدود من الدرجة n‏ تمتلك بالضبط n‏ من الجذور في جال الأعداد المركبة (مع السماح بإمكانية 
LS‏ الجذور). إستراتيجيتنا لحل هذه المسألة سوف تعتمد ببساطة على إيجاد هذه الجذور. وفي الحقيقة 
عندما استخدمت التي الحاسبة من النوع )71-89( حصلت على الحذور التالية: 
x, = 0.4211852391‏ 
x, = 5.865581749‏ 
x, = -0.643383494 + + 81‏ 
E, = -0.643383494 — 1.097800278:‏ 
لاحظ أن الجذريين الثالث والرابع هما جذور مركبة لأها تحتوي على العدد التخيلي 1-/0 = ة. 
IS‏ يمكنك أن تلاحظ أن الجذريين الأول GU‏ جذور حقيقية» ومن الواضح (sl‏ 2 جاوز 
سالبة. هذا هو حل اهجوم الغاشم للمسألة لكنه يخبرنا أن العبارة المعطاة في المسألة صحيحة حيث لا 


بو جل ¿Jl „ad‏ حقيقية لکشرة الحدود. 
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كيف يمكن لنا حل هذه TLL‏ بطريقة أكثر أناقة؟ لاحظ أولاً أن هذه المسألة من النوع التي 
يطلب فيها "إثبات" صحة عبارة ما. وفي الحقيقة فإنه لم يطلب منا إيجاد جذور كثيرة الحدود» ولكن 
طلب منا أن نثبت بأن كثيرة الحدود ليس لها جذور حقيقية سالبة. كيف يمكن لنا أن نقوم ذلك؟ 

من الحيد عندما نثبت مثل هذه المسائل أن نلجأ لاستخدام Ola yl‏ بطريقة بالتناقض. وهى 
طريقة معروفة وعادة ما يلجأ الرياضيون لااستخدامها. سنفرض أن كثيرة الحدود المعطاة لما جذر 
سالب» ثم نتوصل إلى أن هذا الفرض يقودنا إلى تناقض. وبا آننا سنصل إلى تناقضء فلا بد أن تكون 
فرضيتنا خاطئة» وهذا يعنى أن المعادلة ليست الما جذور حقيقية سالبة. 

لنفرض أن « جذراً سالباً للمعادلة. ماذا سبيحدث؟ سوف نقوم بتعويض x‏ في كثيرة الحدود 
المعطاةء ويجب علينا حساب القوى المختلفة ل + مثل ca ow oa!‏ ' . مادا سيحدث عندما نحسب 
القوى لعدد سالب. لتوضيح ذلك دعونا نأخذ حالة خاصة عندما 1- T=‏ 

(-1)' =1 ¿1 =1 ¿1 = -1 «(-1)' =1 
(py = -1 ¿(1 = +1 

وفي الحقيقة إذا فكرنا في ذلك فإن هذه الملاحظة صحيحة لقوى أي ote‏ سالب وذلك OY‏ 
"شالب غلا شالب موجنب" کا أن "شالب sie Near‏ 
انتباهنا إلى طبيعة قوى العدد ± (موجبة أو سالبة). 

والآن سنستخدم مبدأ "فرق تسد" حيث سنقوم بتقسيم المعادلة tly‏ على نوعية (فردية أو 
زوجية) قوى العدد 2 . دعونا نضع القوى الفردية للعدد x‏ في الحهة اليسرى من المعادلة. ونضع 
القوى الزوجية في الجهة اليمنى: 

ba +72 أبن ع‎ —da + 4 

آخر قد يساعدنا هنا وهو تحليل الجهة اليمنى من المعادلة. ISU‏ سنقوم بذلك؟ هذا ما نسميه الحدس في 


لا يوجد جذور سالبة 1 


العمل. دائ حاول أن تحلل كثيرات الحدود. فقط افعل ذلك بحيث تصبح Bole‏ لديك» بمجرد رؤيتك 
لكثير حدود قم بتحليله» وبمجرد رؤيتك لقطعة من الدونات قم بأكلهاء إن الأمر ببذه البساطة. 


بعد تحليل الطرف الأيمن سنحصل على المعادلة التالية: 
)2- 2( = 72+ تيوق 
با أن » sur‏ فإن الطرف الأيسر من المعادلة سيعطينا مقدارا سالباً لأن القوى الفردية 
لعدد سالب [slo‏ تعطينا أعداد سالبة. ماذا عن الطرف الأيمن؟ بيا أنه يوجد لدينا مقداراً مربعاً في 
الطرف الأيمن» فلا بد أن يكون موجباً. ]15 وصلنا إلى تناقض: "سالب = موجب". ومن نّم فإن 
فرضيتنا الأصلية a ob‏ جذر سالب لا بد أن تكون خاطتة» ومن ثم فإن كثيرة الحدود المعطاة ليس لما 
جذور سالبة. لقد اكتمل الإثبات» لذا دعونا نأكل الدونات. 


ds 3913 دال‎ 


إذا كانت f(x)‏ دالة حقيقية غير ثابتة بحيث إن: 
V3f(a)‏ = (1- هار + (1+ f(x‏ 

لجميع قيم :» فأثبت أن f(x)‏ دالة دورية (Periodic Function)‏ . 

هذا النوع من المسائل هي مسائل تتضمن معادلات دالية» حيث تم إعطاؤنا علاقة معينة لدالة 
ما ولكننا لا نعرف ما هي الدالة. وتطلب منا المسألة إثبات أن الدالة غير المعروفة هي دالة دورية. 

دعونا a‏ الأساسيات. ما هي الدالة الدورية؟ تسمى الدالة (2)/ دالة دورية ذات دورة 
7 إذا وجد ثابت حقيقي T‏ بحيث إن fw +T) = f(x)‏ . مهمتنا OVI‏ أصبحت واضحة» حيث إنه 
sá Lube‏ أن f(x+T) = f(x)‏ حيث T‏ عدد حقيقي. 

بها أن الدالة f(x)‏ غير معروفة ولا يوجد الكثير من الأمل في تحديد قاعدتها؛ لذا يجب علينا 
oY‏ أن نركز على العلاقة المعطاة في المسألة» وهذا Bole‏ ما يكون نمطيًا في المعادلات الدالية. استخدم 
العلاقة المعطاة SU‏ وحاول استخدام بعض التوليفات من التعويضات والتعويضات المعاكسة لحل 
المسألة. لاحظ أننا حقيقة لا نحتاج معرفة ماهية هذه الدالة» فكل ما نحتاجه هو إثبات أنه يوجد عدد 
حقيقي T‏ بحيث fe)‏ = (7 + )/ . لا يوجد في المسألة ما يضمن لنا أن الدورة المجهولة AT‏ عدد 
صحيح موجب. قد لا تكون كذلك» ولكن لنفترض أن T‏ هي عدد صحيح موجب ونرى ماذا 
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يمكننا إعادة كتابة المعادلة المعطاة بالطريقة الآتية: 


f(a +1) = V3f(2)- f(e -1(‏ 
وهذا يعطينا (2+1)/ e‏ وهي لسوء الحظ لا تساوي Sa)‏ 
ماذا عن )2+ f(x‏ ؟ يمكن لنا وعلى نحو غير متوقع أن نجد )2+ f(x‏ من خلال استبدال + 
ب 1+ في المعادلة (1+#)م/ لنجد أن : 
(1+(1+م)ر f(x+2)=‏ 


=V3f(1+1)-f((2+D)-1) 
= /3f(2 +1) - f(z) 


Y‏ حظ أن )2+ f(x‏ لا تساوي fa)‏ وهذا سىء للغاية. لذلك علينا الاستمرار في إجراءاتنا 
السابقة على أمل أن نصل bee I‏ نحن الآن نعرف (1+)/ و )2+ f(a‏ لذلك fir +3) des bes‏ 


f(x» +3) = flle+D+?2) 
= 13 fa +2) - Fx+1) 
=V3(V3f(e+1)-f( f(x))-f (2 + 1) 
= 3f(« +1) -V3f(a)- f(a +1) 
= 2f(« +1) - V3f(z) 


لغاية الآن لم نصل إلى أن )7+ f(a) = fe‏ . إما أن هذه المسألة تختبر صبرنا أو أننا نسير في 
ol FYI‏ الخاطيع. دعنا f(x +6) + fle + 5( f(z + 4( E‏ . ولحسن BLI‏ 
وبعد هذا العمل الشاق نجد أن =—f(x)‏ (6 + )ر e‏ وهذا على الأغلب هو codo lo‏ باستثناء أن لدينا 
إشارة سالبة على الطرف ¿o‏ من المعادلة. هل تشعر EU‏ علقت في هذه lo, LULA.‏ علينا أن لا 
نستسلم بسرعة» وقد يكون هذا الاكتشاف الأخير مفيداً بالنسبة لنا. 

نحن نعرف الآن أن ()/- = (6 + )' . إذا عوضنا 6+ بدلاً من في المعادلة الأخيرة 
نحصل على : 

f(x +12) = f((x + 6( + 6( = -f(z +6) = (-f(2)) = f(a) 
وأخيراً وصلنا إلى ما نبحث عنه» حيث قمنا بإثبات أن:‎ 


دالة دورية 1۷ 


ومن ثم فإن الدالة f(x)‏ هي دالة دورية بدورة 2 - .T‏ 

أحياناً حل المسألة الرياضية يتطلب أكثر بقليل من جرد فكرة جيدة» حيث يتجاوز ذلك إلى 
بذل الكثير من العمل الشاق. عندما قمت بحل هذه المسألة كنت على وشك الاستسلام عند الخطوة 
fc + 5) lg > ol‏ ولكن الحسابات الجيلة b‏ ت معی عندما حصلت عل )6+ f(x‏ . 
لذلك غند حل آي مسألة رياضية كن مثابرا ولا تستسلم بسرعة. 


قفوي العدد 3 


أوجد rol‏ عدد صحيح موجب ترتيبه 650 ويمكن كتابته على شكل قوی ale‏ 
وصحيحة» وغير سالية للعدد 3 . 

أفضل طريقة للبدء في هذه المسألة هي أن نرى إذا كان باستطاعتنا أن نجد بعضاً من الأمثلة 
على الأعداد الموصوفة في المسألة. كيف سيكون شكل هذه الأعداد؟ 253 هو أحد الأمثلة على هذه 
الأعداد حيث إن 3+ :8 + "3 = 253 . لاحظ أن العدد 253 يحقق الخصائص المطلوبة حيث إنه 
ob‏ جمع قوى مختلفة للعدد 3 وجميعها أعداد صحيحة وغير سالبة» وبا أن الصفر عدد غير سالب 
فلا مشكلة لدينا في وجوده كقوة للعدد 3 . هل يمكننا ole]‏ عدد آخر؟ لنأخذ العدد: 

2226 = '3 ب 3°+ 34 ب 3 

bol‏ من خلال النظر في بعض هذه الأعداد التي تحقق الخصائص المطلوبة أن نجد نمطا من 
نوع ما أو رؤية معينة تساعدنا في حل هذه المسألة. 

يوجد مالاحظة مهمة ومفتاحية في IO‏ "2.3 و '3 + *3 + 3 + '3» حيث إنها 
تشبه» وبشكل يثير الريبة» تمثيل الأعداد من خلال الأساس 3 . تذكر أنه يمكننا ثيل العدد الصحيح 
الموجب n‏ من خلال الأساس 3 من خلال الصيغة التالية: 


ak kl TE «pl cyl 
n=a3+a 3 +...+4,3 +a3 +a,3 
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nal ts ولكن ف‎ 2 «1x0 يمكن لما أن تأخذ القيم:‎ a, المعاملاادت‎ dl Luo 
تأخذ القيم 20 1 فقط ولا تأخذ القيمة 2. لنرجع إلى العدد 6253 لاحظ أنه يمكننا التعبير عنه‎ 
بالصورة التالية:‎ 


ee = (1,0,0, 1,0,1)‏ ووس تق ره قن “13203 


لذلك فإن حل "الهجوم الغاشم" هذه المسألة يتمثل ببساطة بعمل قائمة تتضمن جميع الأعداد 
التي تمتلك الصيغة المطلوبة بالترتيب من الأصغر للأكبرء ومن ثم إيجاد العدد الأصغر ذي الترتيب 
0 في القائمة. ولكننا عندما نقوم بذلك فإن جميع الأعداد التي يتم تمثيلها من خلال الأساس 3 
ستبدو وكأنها أعداد ثنائية (مكتوبة بالنظام الثنائي)! على سبيل JUL‏ العدد 253 المذكور سابقاً عندما 
يكتب من خلال الأساس 3 سيكون على الشكل (1,0,0,1,0,1) . لاحظ أن كل هذه الأصفار 
والواحدات تذكرنا بالأعداد الثنائية» وهذه الملاحظة تؤدي بنا إلى فكرة عبقرية. دعنا نسرد جميع 
الأعداد الثنائية os Wh‏ من 1 إلى 50 : 
1-1 
2-0 
3-1 
100 = 4 
101 = 5 
110010 = 90 
als OV,‏ وكأن 110010 (التمثيل الثنائى للعدد 50( هو في الحقيقة للأساس 3 . إذن: 


(110010) = 1.3” +1.3° + 0.3° +0.3° +1.3° + 3" 


3 
ام + 34 + 3 = 
327 = 
ومن ثم فإن الجواب عن مسألتنا هو 327 . 
دعنا الآن نجري مراجعة سريعة للخطوات التي قمنا مها لحل المسألة. في البداية لم يكن لدينا أي 
فكرة عن النقطة التي las‏ من عندها الحل» لذلك بدأنا باقتراح عددين يمتلكان الصيغة المطلوبة وهما 


e 2226 295‏ حيث إن هذين العددين يمكن تثيلهم| كمجموع قوى مختلفة وغير سالبة للعدد 3363 


قوی العدد 3 YA‏ 


الحقيقة فقد قمنا "ببناء" هذه الأعداد بحيث UE‏ هذه الخاصية. بعد ذلك لاحظنا أن التمثيلات 
المختلفة للأعداد من خلال القوى المختلفة للعدد 3 تشبه تمثيلات الأعداد من خلال الأساس 3› 
باستثناء أن المعاملات تأخذ القيم 100 فقط ولا تأخذ القيمة 2. وعندما قمنا بتمثيل هذه الأعداد 
(المكتوبة من خلال الأساس 3 ) كمتجه معاملات مثل )1,0,0,1,0,1( تظاهرنا وكأن هذه الأعداد في 
الواقع هي أعداد ثنائية. وعند هذه النقطة أصبح الحل واضحاً: ببساطة اعمل قائمة تضم جميع الأعداد 
الثنائية بالترتيب من 1 إلى 50» ثم اختر العدد ذا الترتيب 50 في Asi‏ وتظاهر كأنه تم تمثيله من 
خلال الأساس 3» وأخيراً قم بتحويل هذا التمثيل إلى النظام العشري لتحصل على الجواب: 327 . 


يحتوي وعاء على ”من الكرات المرقمة بالأرقام 0 .123 . إذا قمنا بشكل عشوائي 
بسحب الكرات من الوعاء واحدة تلو الأخرى حتى أصبح الوعاء فارغاً. من خلال هذه العملية ما 
احتمال أن تكون الأعداد الظاهرة على الكرات المسحوبة تمثل متتالية لأعداد صحيحة متتابعة. 
في البداية clos‏ أن نفهم المسألة. ماذا نقصد بعملية "ناجحة"؟ دعنا نوضح واحدة من هذه 
العمليات. لنفرض أننا سحبنا كرة من الصندوق وكانت الكرة المسحوبة تحمل الرقم 5. لتكون 
المتتالية ناجحة» يجب أن تكون الكرة التالية المسحوبة تحمل الرقم 4 أو الرقم 6. دعنا نفترض أن الرقم 
الظاهر على الكرة كان الرقم 6» ومن ثم فإن المتتالية التي حصلنا عليها هي: 
5,6 
OVI‏ اسحب كرة أخرى. وفي هذه المرة يجب أن يكون الرقم الظاهر على E SII‏ المسحوبة إما 
4 أو 7. إذا كانت الكرة المسحوبة تحمل الرقم 4 يكون لدينا المتتالية: 
4,5,6 
وكي نحصل على متتالية ناجحة» الكرة المسحوبة التالية يجب أن تحمل الرقم 3 أو الرقم 7. 
وهكذا. Dle dy‏ هذه العملية الناجحة» سوف نحصل على المتتالية : 
1,2,3,...,n‏ 
إحدى الطرائق الجيدة لحل هذه المسألة هو أن نستخدم إستراتيجية العمل للخلف. لنفترض 
أن ,5 تمثل مجموعة الكرات المرقمة المسحوبة من الوعاء التي تشكل متتالية "ناجحة" عدد عناصرها 
k‏ من الأعداد الصحيحة الموجبة. 
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الآن لتيداً مخ عباية العملية حيث؛ 

S = 112,3, ,n} 

والآن ومن خلال الرجوع للخلف. لدينا خياران للحصول S,, Je‏ من Olla .S,‏ 
الخياران هما إما إزالة الكرة رقم 1 أو الكرة رقم n‏ من المجموعة S,‏ ومن ثم لدينا كرتان من الممكن 
Lei‏ بنجاح (1 أو Cn‏ وبا أنه لدينا ‏ من الكرات في ,5 لذا op‏ احتمال النجاح في الخطوة الأولى 
هو 2/2 . في الخطوة التالية» لدينا مرة أخرى خياران ناجحان ولدينا nl‏ الكرات في الوعاء» لذا 
فإن احتمالية النجاح aid‏ الخطوة هو (2/)5-1. إذا أكملنا على هذا النهج سيتبقى لدينا كرة واحدة 
فقط في cole gil‏ وهذه هى المجموعة eS,‏ ومبذا يكون لدينا فقط كرة واحدة للسحب. ]13 احتمال 
النجاح لهذه الخطوة سيكون 1= 1/1. 

إن عملية العمل للخلف الما الاحتمالية نفسها التى تعود للطريقة العادية في الحل (العمل 
للأمام). yy‏ عدد الاحتالات ل ,5 في عملية العمل للخلف مساو لعدد الاحتالات ل ,35 في 
الطريقة العادية في الحل. 

ومن ثم Ob‏ الاحتمال الكلي عبارة عن حاصل ضرب جميع الاحتمالات المستقلة المنفردة: 


2 2 2 2 92 1 ae 
n 2-1 n-2 3 2 1 n! 


JE AL all حون غينة عدا‎ ly celo عاد اعون قير‎ YY, bl O] 
والعمل خطوة واحدة‎ cm = 5 Whe مثل هذه المسائل هو أن نبدأ بمجموعة صغيرة ومحدودة, وليكن‎ 
ay قي كل‎ 





ADY DULY 


ستة أشخاص يعيشون على امتداد شارع cle‏ ]15 فكرنا في هذا الشارع باعتباره خط الأعداد 
تكون مواقع هؤلاء الأشخاص هي : cr =35 unit sant‏ 2-60: %=2« 120 - 2 . 
يرغب مجموعة من المهندسين في بناء محطة لوقوف الحافلات في I‏ ما بحيث تكون المسافة الكلية 
التي يجب على الأشخاص سيرها من منازلهم إلى المحطة أقل ما يمكن. أين يجب أن يكون موقع موقف 
الحافلات على محور ‏ ؟ وماهي أقل مسافة كلية؟ 


في البداية دعونا نرسم صورة لمساعدتنا على توضيح المسألة. 


015 35 60 90 120 


النقطة ...نه سوف تكون موقع محطة الحافلات. OW ALS‏ نحن لا نعرف أين يجب أن تكون 


riimi 


Cd ger,‏ علينا معرفة ذلك. إذا كانت ,.: كما في الموقع المحدد في الشكل عندئذ سيكون لدينا: 


—-60<Ocz 


min 39 > 0 


TL 


ولتجنب القلق بشأن القيم الموجبة والسالبة دعنا نستخدم القيمة المطلقة لتمثيل المسافات N‏ 
يجب على الأشخاص سيرها. دعونا نتذكر تعريف القيمة المطلقة: gY‏ عدد حقيقى ey‏ تعرف القيمة 
المطلقة للعدد y‏ كا يلي: 


ya‏ فن حل المسألة الرياضية 
y ify20‏ 
d-i‏ 
-y ify<0‏ 
ولهذا ob‏ الشخص عند النقطة 2=35 عليه أن يسير مسافة مقدارها |35 - lew elz,,,,‏ 
«|e,‏ وبالتأكيد Ob‏ هذا الترميز 





MLIN 


الشخص عند النقطة 60 = عليه أن يسير مسافة مقدارها |60 - 
صحيح =y -e| OV‏ إو - م | . 

يمكننا OVI‏ وصف مشكلتنا بالقول إن المسافة الإحمالية التى يجب على الأشخاص سيرها 
للوصول إلى محطة الحافلات هي: | 
dp (2) = || + [2,,,, - 15] + | - 60| + |z n - 90] + |,‏ 


161011 


= 120 





— 35 + E 


min 


min min 


وعليه فإن ما Lalo‏ فعله OV‏ هو إيجاد قيمة = التي تجعل (),,,4 أقل ما يمكن. 
إذا كنت لا تعرف كيفية حل معادلات القيمة المطلقة فستكون هذه مشكلة كبيرة بالنسبة لك. 
إستراتيجيتنا لحل هذه المسألة ستكون تعويض قيم مختلفة ل في المعادلة ومراقبة ماذا سيحدث بعد 
ذلك. وفي| يل مجموعة من القيم: 
«d, (59) = 220 «d, (38) = 220 «d, (17) = 256 «d, (0) = 320 «d, (-5) = 350‏ 
d, (70) = 240‏ 
إذا استمرينا في تعويض قيم مختلفة ل #سندرك سريعاً أن أقل قيمة ل )2( dy,‏ ستكون 


od, (x) - 0‏ وذلك عندما تكون ,ند في أي مكان ضمن الفترة 60 > .35<x,‏ والآن وقد 


أصبحنا نعرف الإجابة على مسألتنا فمهمتنا هى إثبات هذه التخمينات. كيف يمكننا فعل ذلك؟ 
المكان الحيد الذي من الممكن أن نبدأ منه البحث عن الإثبات هو أن نرى إذا ما كانت هناك 
نظرية ما تشبه معادلة d (t)‏ . هل تعرف نظرية ما تعطينا أقل قيمة ممكنة لمجموع مجموعة من القيم 
المطلقة؟ إذا كنت لا تعرف يمكنك البحث عن هذه النظرية في أحد المراجع. هناك نظرية مشهورة 
وهامة تشبه الشىء الذي نحتاجه وهى نظرية المتباينة AML)‏ 


نظرية 1.8 لای مجموعة من الأعداد الحقيقية E bee 6 OE,‏ 


أقل مسافة كلية yy‏ 


z| - EA +... + 2 | > 2 +2, +...+2, 


n 


والمساواة تحدث إذا وفقط إذا كانت جميع قيم ,7 ها الإشارة نفسها. 


مع > ,1 بذكاء بحيث تكون جميعها موجبة إلا الإشارة نفسها). ومن نستطيع r i>‏ 
من المتباينة. 


والآن إذا اخترنا ...نت بحيث تقع في 501 60 ك ,2 > 35 نستطيع استخدام المتباينة المثلثية 


d (x)= 


E 
fal 


E, + |» — 15 
miT Thin 


+7 . -15 
Ei TILLEN 








+ | _ =0 + 


Inn 











E - 60| + |2, 


min min 


- 90| + |z n — 120] 
120-<,,,,| 





+e -35 
ITIITI 





+ 160 - T inl + 190 = Bsn = 





= lx, 
TILI 
> la 

EILLEL 


Din o 15 + nin o 39 + 60 3 Din T 90 7 nin + 120 u Zu) 
3 132, u IT, in + 220] 


= 1220] 
= 220 


باستخدام المتباينة المثلثية أثبتنا أنه إذا كانت محطة الحافلات موجودة في أي مكان ضمن الفترة 
0 > ,2 > 35 فستكون BLU‏ الإحمالية التى يجب على الأشخاص سيرها للوصول إلى ibe‏ 
الحافلات أقل ما يمكن» وستكون هذه المسافة تساوي 220 Y)‏ نمتلك أي وحدة ولكن يمكننا على 
سبيل JUL‏ أن تقول إن المسافة تساوي 220 die‏ تامل الآن في كيفية حانا هذه UL‏ لقد استعخدمتا 
مزيجا من رسم صورة واختيار تمثيل رياضي مناسب يقوم على تجربة الأرقام للعثور على إجابة» ثم 
حاولنا البحث عن نظرية تشابه الوضع في المسألة التي بين أيديناء ثم طوعنا بذكاء النظرية للحصول 
على أقل مسافة ممكنة. وكا قلنا to‏ الجيدون في حل المسائل الرياضية هم الذين يتسمون بالمرونة. 


u) DULY 


dan goll القواسم الصحبحة‎ 


كم عدد القواسم الصحيحة shi‏ >¿ للعدد 1007021035035021007001 = n‏ ؟ 
هذا عدد كبير ddr‏ لذا دعنا Y yl‏ ننظر إلى عدد أصغر وليكن العدد 10. القواسم الموجبة 
الصحيحة للعدد 10هي: 1» 62 65 10» ومن ثم فإنه يوجد4 قواسم صحيحة موجبة للعدد 10. 
والسؤال المطروح هو كيف نجد القواسم الصحيحة الموجبة لأي عدد صحيح موجب؟ مفتاح JA‏ 
هنا هو تحليل العدد إلى عوامله الأولية. لنفترض أن 1800 = m‏ . نستطيع أن نكتب modal‏ على 
صورة حاصل ضرب عوامله الأولية على الصورة: 
m. = 1800 = 2°.3°.5°‏ 
لذلك فإن أي قاسم 4 للعدد ” يجب أن يكون على الصورة: 
d = 2°.3°.5°‏ 
.0<c<2 605652 05253 Eo‏ إذا كانت d=2,.3.5 =1obca=b=c=0‏ 
هي أيضاً أحد قواسم mo‏ . لذلك لدينا أربعة خيارات للعدد a‏ هي (3,2,1,0)» وثلاثة خيارات 
للعدد 5 هي )2,1,0( c‏ وثلاثة خيارات cadd‏ وهي )2,1,0( . لذلك فإن العدد الكل للقواسم 
الصحيحة الموجبة للعدد 1800 يساوي 36 = 4.3.3 . 
وبشكل عام إذا كانت: 
m = pp ep,"‏ 


حيث ,م ...رص ,رم altel‏ أولية مختلفة» فإن عدد القواسم الموجبة للعدد M‏ يساوي: 


v4 


Ae‏ فن حل المسألة الرياضية 


(a, > 1)(a, = 1)...(a, -= 1)‏ 
لنعد الآن إلى العدد n‏ المعطى في المسألة. إحدى الطرائق لإيجاد عدد القواسم الصحيحة 
الموجبة للعدد ” هي تحليله إلى abel ge‏ الأولية» ومن ثم استخدام الإجراءات السابقة لإيجاد عدد 
القواسم الصحيحة الموجبة. لكن ISA‏ هنا هي أن العدد n‏ كبير We‏ وقد يكون من الصعب تحليله 
إلى عوامله الأولية. لذلك نحتاج للبحث عن طريقة مختصرة للقيام بذلك. 


من الواضح أن العدد n‏ يحتوي على الكثير من الأصفار. لذلك من الممكن أن نفكر بكتابة 
هذا العدد كحاصل جمع مجموعة من الأعداد وذلك اعتاداً على مكان وجود الأصفار وذلك بالطريقة 
التالية: 
n = 1007021035035021007001‏ 
1000000000000000000000 = 
7000000000000000000 + 
21000000000000000 + 
35000000000000 + 
35000000000 + 
21000000 + 


+ 7000 
+1 


ls لا أحب رؤية كل هذه الأصفار. لأنه سيصبح من الصعب علينا رؤية ما الذي‎ H 
* 7 نستخدم الصيغة العلمية لكتابة العدد‎ Les لذلك‎ 
n = 1.102 + 7.10 + 21.1015 + 35.10% + 35.107 + 21.109 + 7.10° + 1.1” 


يمكننا OV‏ البحث عن نمط في أسس العدد 10. لاحظ أن الأسس تنقص بمقدار 3 في كل 


3,0 ,21,18,15,12,9,6 
والآن لننظر إلى الأعداد: 
35,21,7,1 ,1,7,21,35 


ماذا يعنى ذلك؟ 


كلمة السر لحل هذه المسألة يعتمد على فهمنا هذه المتتالية. هل رأيتها من قبل؟ ربا لاء ولكن 
وكا قلنا سابقاً في الفصل الرابع فإن أحد المبادئ الأساسية في حل المشكلات هو البحث (Blo‏ عن 
أرقامك في مثلث باسكال. في الواقع أن المتتالية غير المعروفة التي نبحث عنها ماهي إلا الصف السابع 


في مثلث باسكال (الصف الأول تم اعتباره الصف رقم صفر). 


1 
1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
1 T 21 10 30 21 T 1 


وفي الحقيقية أن العناصر في الصف رقم ۸ في مثلث باسكال ما هي إلا معاملات ذات الحدين: 


lee: bind 
T r!(k-r)! 


وهذا يعني أن المتتالية 1,7,21,35,35,21,7,1هي المتتالية نفسها: 


E‏ للك 


إذا BE‏ كتابة العدد Th.‏ على الصورة: 


n =| lio" +| ' |10* +] ° hos + ’ 10 +| ° [10° +| lios +| ho + h 10" 
0 1] 2 3 4) (5 6 ri 


) م + )10°( 1 


= 


1 


en, 


={10° +1 
(10° +1) 


AY‏ فن حل المسألة الرياضية 


الخنطوة الأخيرة جاءت من نظرية ذات الحدين» وهى نظرية مهمة lda‏ ويجب عليك مراجعتها 
باستمرار وذلك لأ*ميتها في حل الكثير من المسائل الرياضية. 


1.9 نظرية‎ 
(a + b) = ANGA 


k= 
الحدين وبتعويض 7 = «,1 - 107,5 - ه . نجد أن:‎ old والآن وباستخدام نظرية‎ 
n=(10° +1) - 10017 
OT إل‎ Wye lts كني‎ a DL rl وَالآن‎ 


T 


n = 1007021035035021007001 = (1001) 

وكل ما نحتاجه OYI‏ هو فقط تحليل العدد 1001 على شكل حاصل ضرب عوامله AS SV‏ 
وبالمحاولة والخطأ سنجد أن: 

7.11.13 = 1001 
ومن ثم فإن: 
n = (7.11.13) = 77.117.137‏ 
وكنتيجة لذلك فإن عدد القواسم الصحيحة الموجبة للعدد n‏ هو: 
512 = *8= (7+1()7+1()7+1) 


ومن ثم فإن عدد القواسم الصحيحة الموجبة للعدد 1007021035035021007001 يساوي 


¿Ay ala) 


¿dl ths‏ الحاسبة 


N =(1-2.2x Oa 

تبدو هذه المسألة سهلة» ولكنها توضح خطورة استخدام الآلة الحاسبة أو الكمبيوتر برعونة 
ودون تفكير. إذا أدخلت هذا المقدار إلى إحدى الآلات الحاسبة فإنها على الأغلب ستعطينا إجابة 
ا الاسو ا ca O ye‏ ات الك د الما ال سوق Las ls‏ 
إجابة bE‏ الإجابة عن هذه المسألة ليست M1"‏ وهذه الحالة توضح لنا كيف يمكن للثقة العمياء 
في التكنولوجيا أن تؤدي بنا إلى طريق خاطى. ولكن لاذا يحدث ذلك؟ 

جوهر الموضوع في هذه المسألة هو وجود عددين أحدهما كبير )2.2107( والآخر صغير 
(2.2×107) في نفس المقدار» وهذان العددان يعملان بطريقة معاكسة لبعضها. ولتوضيح هذه 
الحالة لاحظ أن عدد الجزيئات في لتر واحد من الغاز JU‏ عند درجة حراراه 250 وضغط جوي 1 
glas‏ 5¿ 602:10۴ وق LA‏ التي بين أيدينا لدينا عدد فلكي كبير “2.210 يرافقه عدد متناو في 
العف AGS .2.2x10‏ فإن معظم الآلات الحاسبة لا تستطيع التعامل مع هذه الحالة. كيف يمكن 
J shes of Ww‏ هده PULL‏ 

إحدى الطرائق للتعامل مع هذه المسألة هي أن نقترب تدريجيًا من العدد N‏ ونرى ماذا 
سيحدث. دعونا نستبدل N‏ بالدالة ¿o Nin)‏ 1 علد صحيح موجب. ومن نّم يصبح لدينا: 


O f?" 


AY 


Ag‏ فن حل المسألة الرياضية 


والآن دعونا نعوض بعض القيم الصغيرة للعدد n‏ في الدالة (27)7» ويمكن لنا أن نستخدم 
Y‏ الحاسبة لمساعدتنا فى الحساب: 
N(1) = 0.0042274771...‏ 
N(2) = 0.0074911424...‏ 
N(3) = 0.0078650072...‏ 
N(4) = 0.0079028448...‏ 
N(5) = 0.0079066331...‏ 
N(6) = 0.0079070119...‏ 


يظهر لنا بشكل مؤكد من هذه البيانات الرقمية أنه كلما كبرت قيمة 7 فإن Nin)‏ تقترب 
تقريباً من 0.0079 . وهذا ما يسميه الرياضيون عملية النهاية c (Limit)‏ وهي مصطلح أسامي في 
حساب التفاضل والتكامل (Calculus)‏ . وفي الحقيقية فإننا لسنا مهتمين بالتفاضل والتكامل هناء 
حيث إن كل ما Legg‏ هو إثبات التخمين التالي: 


2.2x11 


lim (1-2.2x10 ") 2 0.0079... 


[Sy‏ تعودنا OYI AW‏ سنقوم بالنظر إلى الموقف الذي بين أيدينا ونبحث عن نظرية رياضية 
ees‏ مع هذا oll‏ قف وتساعدنا E‏ الإجابة عنه. وهذا مثال على ULLI‏ التي تكون فيها معر فتاك 
الرياضية عاملاً حاسم في الحل. فإذا كنت ترغب حقاً في أن تكون جيداً في حل المشكلات المهمة فإنك 
لا تستطيع أن تبرب من أهمية معرفتك ببعض الرياضيات» فأنت [lo‏ ما ستكون بحاجة لمعرفة بعض 
النظريات الرياضية. إذا كنت لا تعرف النظريات الصحيحة فعليك البحث عنها في AS‏ مرجعي 
جيد. الملحق (B)‏ سيكون UKs‏ جيداً لتبدأ منه. 


هل يوجد نظرية رياضية تتلاءم أو تشبه المسألة التي أمامنا؟ نعم يوجد إنها النظرية 1.10: 


نظرية 1.10: 


lim. í + =2 = 0.367879... 
۰ ا‎ E 


خطأ الآلة الحاسية Ao‏ 


العدد um E‏ علد أويلر (Euler's Number)‏ ويساوي (Oe‏ 5 وهو علد غير 
نسبي. وهذا العدد يتمتع LAL‏ كبيرة وعادة ما يظهر في كل مكان في الرياضيات. مشكلتنا OV‏ 
أصبحت بشكل ما التعامل مع العدد N‏ المعطى في المسألة بحيث يصبح مشابماً للنظرية 1.10 وذلك 
من خلال اللجوء إلى القليل من الشعوذة. فيه يلي توضيح لذلك: 


2.2104 


N=[1-22x 107”) 


1 2.210 
= | 1 -——_—_——__ 
0.4545 x 10” 


so 4.54 
| 1 (00.4545 5] 04* 
= 1 ___. 
| 0,4545 x 107 
() 


des باستخدام‎ La قمنا‎ c (Infinity) النهاية عندما ± تقترب من اللانهاية‎ jsi من‎ Ree 
ol كبيرة ل 2 وهي بالتحديد 10% 0.4545 = »» ثم استخدمنا النظرية 1.10 لنستنتح‎ 


0.454510% 
E Lö sis 1-4‏ هذه هى الطريقة التى يستخدمها الرياضيون 
١ j € | ü 0.4545 x 107‏ | 
لتقريب الأشياء. إن التقدير والتقريب هى مهارات مهمة فى حل المسألة الرياضية» وفيا يل نظرية 


أخرى مفيدة جدًا للقيام بعملية التقريب في الرياضيات: 


نظرية 2.10: 


lim 0 + L = e = 2.71828.... 


L 


حاول (slo‏ أن تستخدم النظرية 1.10 والنظرية 2.10 في مسائل التقريب التي تمر معك 
وخصوصاً عندما تحتوي على أعداد كبيرة جذا أو صغيرة جذا. 


gid) Duy‏ كشرة 


قناة الجذر 


جد أكبر قيمة حقيقية ممكنة للدالة fy)‏ 





f(x,y) = مال‎ - 20)(y - 140ال + زه‎ - y)(20 - x) + (a —y)(y -140( 

حيث إن 100 > y > 200 . -40 > z‏ < 20- 
تبدو هذه المسألة مؤلمة بشكل يشبه ألم القناة الجذرية لأسنان الإنسانء الفكرة الطبيعية التي قد نفكر 
بها لحل هذه المسألة هي تربيع طرفي المعادلة على آمل أن نتخلص من هذه الجذور المزعجةء قد تنجح هذه 

الطريقة» ولكنها من الناحية الجيرية تبدو معقدة. هل يوجد طريقة أفضل؟ دعنا نعود إلى الأساسيات. 
ما هو المطلوب في PU‏ أن نجد أكبر قيمة حقيقية EK‏ للدالة f(x,y)‏ تحت القيود 

المعطاة لقيم :2» y‏ يوجد لدينا العديد من الكلات المفتاحية» مثل "قيمة حقيقية" تعني أن flay)‏ 
يجب أن تكون عدداً حقيقيًاء فنحن لا نستطيع إيجاد قيمة حقيقية للجذر التربيعي للعدد السالب. لماذا؟ 
oY‏ الجذر التربيعي للعدد السالب هو e (Imaginary) AF ote‏ فمثلاً V-5‏ ليست عدداً حقيقيًا 
حيث لا يوجد عدد حقيقي مربعه 5-. إذأ نستطيع القول إن مفتاح الحل هو معرفة أننا لا نستطيع 
أخذ الجذر التربيعي لعدد سالب إذا كانت f(x,y)‏ عدداً حقيقيًا. وهذا يعني أن جميع المقادير المجذورة 
( تحت GiH‏ جب أن تكون موجبة أو صق : 

(x -20)(y - 2) > 0 

(140 — y)(20 - 1) >0 

(x - y)(y - 140) > () 


AV 


AA‏ فن حل المسألة الرياضية 


والآن» ما الذي يجب علينا فعله؟ لدينا متباينتين تحتوي كل منهما ley -2) de‏ )2-39( 
حدسنا يخبرنا أنه قد يكون من المهم أن نعرف كيف ترتبط :2 مع 7 . إذا عرفنا ذلك قد نتمكن من 
حذف  Cy sl)‏ وتبسيط الدالة bes . f(x,y)‏ نفعل ذلك. 

من المتباينة الأول لدينا .(2-20)(y-2)>0‏ وما دام كانت 0 * [25-20)» نستطيع أن 
نقسم الطرفين على )2-20( لنحصل على cly-2)20‏ أو yan‏ من المتباينة الثالثة لدينا 
«(a -y)(y-140) > 0‏ وما دام كانت «(y-140)#0‏ نستطيع ol‏ نقسم الطرفين على )140- (y‏ 
لنحصل على 0 < ب - 5 » أو < + . WU‏ فإن 2 ya‏ عندما تكون 20 ± #8 » و ر < 2 عندما تكون 
y #140‏ لکن انتظر ys g s y dyad Ab‏ عندما تكون 20 ۶ »» 140 + cy‏ وهذا يعني أن 


y #140 «220053 عندما‎ x= y 


والآن: عندما ober = y‏ تصبح (2:1)/ : 





(7 = x)(x — 140) 





وبتربيع الطرفين نحصل على : 
fx, y) = (140 - r)(20 - 2) = a* - 160z + 2800‏ 
لا تنسى أن 20 MOLI‏ عندما way‏ تصبح القيود المعطاة في المسألة على النحو 
Y‏ 
z > 200 «-40<r<100‏ > 20- 
هذان القيدان يجب أن يكون LAS‏ صحيحًاء ومع ملاحظة وجود تقاطع بينهماء فإننا نحتاج 
أن نفحص منطقة التقاطع فقط وهي المنطقة: 
z > 0‏ > 20- 
ولذلك فإن مشكلتنا OV‏ أن نجد قيمة 2 التي تعظم (تعطينا القيمة العظمى) ل: 


z” - 160z + 2800 


A4 الحذر‎ sls 
dad و اكد‎ Sill o x قيمة‎ NAS من الواضح أن كثيرة الحدود هذه تصبح أكبر‎ 
. 2 - -20 سالبة يمكن أن تأخذها  على الفترة: 100 > ± > 20- هي‎ 
ASE قيمة حقيقية‎ „sl نحصل على‎ Fey) في الدالة‎ » = y = -20 والآن إذا عوضنا‎ 
faa (2,y) = f (-20,-20) = 0 


تذكر (la‏ أن القيود هي صديقك الوفيء ومع أا تبدو مزعجة في كثير من الأحيان» إلا أنها 
ستساعدك [Blo‏ على حل مسألتك من خلال تحديد ما هو بمكن. 


O pas NO) YUI) 


dio cd «¿Lil 


أوجد أصغر عدد صحيح موجب 7 بحيث تكون: 
o‏ مربعا E «(Perfect Qube) Juls Las = «(Perfect Square) Suls‏ للقوة الخامسة 
الكاملة (Perfect Fifth Power)‏ . 
عندما تقرأ نص مسألة تطلب منك أن تجد شيئاً ما سيكون لديك ميل طبيعي لمحاولة حلها. 
يمكن لك على سبيل المثال أن تأخذ قائمة طويلة من الأعداد الموجبة وتبحث عن العدد الذي يحقق 
الشروط المعطاةء ]15 حل "الحجوم الغاشم" لهذه المسألة هو القيام ببحث منهجي وشامل عن العدد 
المطلوب. يمكنك Lal‏ أن تكتب برنامج كمبيوتر ليقوم بالبحث في أثناء تناولك وجبة الغداء؛ المشكلة 
في هذه الطريقة أنه لا يوجد لدينا أي فكرة عن الوقت الذي نحتاجه للبحث عن هذا العدد الخاص. 
وقد يكون هذا العدد كبيراً جدّاء ومن ّم لا بد لنا أن تبحث عن طريقة أخرى للحل. 
خذ التلميح التالي بعين الاعتبار؛ عندما تجد كلمة "أوجد" (Find)‏ استبدها (Glo‏ بكلمة 
(Build) "elo"‏ . وبدلاً من محاولة إيجاد العنصر المطلوب» انظر إذا ما كان بإمكانك أن تبنيه» هذه 
الطريقة تعطيك قدرة أكبر على التحكم بالمسألة. كيف يمكن لنا أن تبني العدد المطلوب في المسألة؟ 


العبارة التي تشير إلى أن 5 مربع كاملء A‏ مكعب كامل» ى للقوة الخامسة الكاملة تقترح 

> | 5 
ob‏ ۸ يقبل القسمة على كل من 62 563 يمكننا أن نتخيل أن n‏ يقبل القسمة على أعداد أولية 
as‏ ولكن المسألة تطلب منا إيجاد أصغر عدد صحيح موجب n‏ يحقق الشروط المطلوبة» لذلك 


a% 


qy‏ فن حل المسألة الرياضية 


لسنا بحاجة fat‏ العدد أكر من خلال إضافة عوامل أخرى» وهذا يمكننا أن نفرض أن العدد 
المطلوب n‏ سيكون على الشكل التالي: 
n = 5“‏ 
حيث altel cba‏ صحيحة غير سالبة. والآن كل ما نحتاجه هو إيجاد أصغر قيم للأعداد 
ia‏ 6 التي تتوافق مع شروط المسألة. 
لاحظ أن: 


all‏ 5 يجب أن تكون مربعاً SUIS‏ فإن cob cal‏ يجب أن تكون جميعها أعدادًا زوجية. 
uba‏ 3 يجب أن تكون مكعباً كاملا فإن c «b-1<a‏ يجب أن تكون حميعها من مضاعفات 
E Ne Lely. 3 ott‏ جب أن تكون للقوة الغامسة AL‏ فان ca‏ 6-18 يجي أن تكون 
حميعها من مضاعفات العدد 5 . 


دعنا نلخص الموضوع» يجب أن تكون a‏ من مضاعفات العددين 3» 5 في حين أن 0-1 
يجب أن تكون عدداً cle y‏ ومن نّم فإن أصغر قيمة للعدد 0 تحقق هذه الشروط هي a=15‏ . والآن 
op‏ 6 يجب أن تكون من مضاعفات العددين 2» 5 في حين أن 5-1 يجب أن تكون من مضاعفات 
العدد 63 ومن ثم فإن أصغر قيمة للعدد b‏ تحقق هذه الشروط هي 5-10. وفي النهاية يجب أن 
تكون c‏ من مضاعفات العددين 2ء 3 في حين أن c-1‏ يجب أن تكون من مضاعفات العدد 5 
ومن نّم فإن أصغر قيمة للعدد © تحقق هذه الشروط هي 6 ه . إِذَا لدينا لغاية الآن b=10 ca=15‏ 
> 6-6» ومن نّم فإن العدد الذي نبحث عنه هو: 


n = 2,3".5° = 30,233,088, 000, 000 


PEACE), 


3030 £ المربعات الخمسة 


p pat e‏ مربعات LA‏ أعداد صحيحة متعاقبة Y (Consecutive)‏ بسكم أن يكون 
مربعاً (Perfect Square) Suls‏ . 

هذه المسألة تطلب منا أن نثبت شيئاً ما. الطريقة الجيدة للتعامل مع مثل هذه المسائل هي أن 
نفرض أن المقدمة المنطقية (الفرضية) (Promise)‏ ممكنةء ثم نبين بعد ذلك أن هذا الافتراض يؤدي 
إلى تناقض . والتناقض في الرياضيات هو استنتاج رياضى لا يمكن أن يكون صحيحاًء وهذا النوع من 
البرهان - البرهان بالتناقض - تمت مناقشته في الفصل السادس. 

دعنا نفرض أن مجموع مربعات خمسة أعداد صحيحة متعاقبة تشكل Le yo‏ كاملاً. كيف يمكننا 
HLS‏ ذلك بطريقة رياضية؟ إذا كان n‏ عدداً صحيحاًء فإن الأعداد الخمسة المتعاقبة هي : 

n,n+l,n+2,n+3.n+4 
مجموع مربعات هذه الأعداد الخمسة الصحيحة المتعاقبة يساوي:‎ 


2 


n + (n + 1) 1 (n + 2) + (n y 3) + (n + 4) = 5n* + 20n + 0‏ 
يمكننا OVI‏ أن نتعامل مع العبارة 30 + e 5n? + 20n‏ حيث Y‏ يوجد أي خطأ في AUS‏ ولكن 
دعنا Y‏ نعتمد ls‏ على هذه الطريقة» ولنبحث عن طريقة أخرى لتمثيل المربعات الخمسة المتعاقبة. 
إحدى الطرائق الأخرى لتمثيل هذه الأعداد الصحيحة الخمسة المتعاقبة هى: 


n=-2n-1n,n+1n+2 


qY 


لاحظ أن هذا التمثيل (Symmetrical ) Ple‏ حول 7» ومن = yes OV‏ الشيم المو جبة 
والسالبة قد يلغى كل منها الآخرء دعنا نرى ماذا سيحدث. 


2 


(n -2) - (n — 1) +97 + (n — 1) + (n +2) = 5n* +10 
هله العبارة‎ ih دعنا نتعامل‎ ED 3 Sm“ + 20n + 30 من العبارة‎ Ll هذه العبارة‎ > bY 
الحديدة.‎ 


افرض أن مجموع مربعات خمسة أعداد صحيحة متعاقبة هو مربع كامل. ومن ثم فإنه يوجد 
عذذ صحيح موجب Cum m‏ 


(n u 2) + (n = 1) +n? + (n + 1) + (n +2) A eee 
de fare ito وبأخذ العدد 5 كعامل‎ 
5) + 2) = m 


لاحظ أن العدد 5 «Jae‏ وتخبرنا تمهيدية إقليدس (Euclid’s Lemma)‏ أنه إذا قسم عدد 
أولي حاصل ضرب. فإنه يجب أن يقسم أحد العوامل على EY‏ وبما أن العدد 5 يقسم الطرف الأيسر 
من العبارة Sn +2)=m’‏ فإنه يجب أن يقسم em‏ ومن ob‏ ووفقاً لتمهيدية إقليدس فإن هذا يعني 
أن 5 تقسم eM‏ أي أنه يوجد عدد صحيح er‏ بحيث =r‏ 6171/5 وهذا يعطينا أن m.r‏ = 2 + 2م . 
m uta‏ من مضاعفات stall‏ 5» فان mr‏ من مضاعفات العدد 65 وهذا يعني أن 2+ n‏ 
من مضاعفات العدد 5. يمكننا OYI‏ أن نستخدم الحساب المقیاسی (Modular Arthmetic)‏ — انظر 
إلى النقاش GU‏ - ونكتب ذلك على الصورة: en +2=0(mod5)‏ أو على الصورة 
en? = -2(mod5)‏ أو على الصورة n? = 3(mod5)‏ . كل ما نحتاجه OYI‏ هو أن نثبت أن هذا الشرط 
الأخير غير ممكن. 


کل عدد صحيح n‏ متطابق (Congruent)‏ مع آنل البواقي (Residues)‏ }1,2,3,4 ,10 1 


ون ثم يمكننا توصيل كل وأاحدة ص هله en’ m‏ وكتابتها من خلال القياس (modulo 5) D‏ 6 


مجموع المربعات الخمسة q0‏ 


3: = 9 = 4(mod5) 
4° = 16 = 1(mod5) 
کا هو مطلوب في‎ (3 modulo 5) 5 يوجد آي واحدة من هذه متطابقة مع 3 قياس‎ Y 
ومن ثم فإن هذا مستحيل. أي أن مجموع مربعات خمسة أعداد صحيحة‎ en? =3(mod5) العبارة‎ 
متعاقبة لا يمكن أن يكوت مربعاً کاملا.‎ 
ساعة.‎ m مثل إخبار الوقت من خلال ساعة وفقاً لنظام‎ LE هو‎ m المقياسى قياس‎ CLL 
تعمل وفقاً لنظام 12 ساعة التقليدي.‎ ielu فالحسابات وفقاً للقياس 12 يشبه قول الوقت من خلال‎ 
قياس 12 . الساعة‎ 7 La Aly 7(mod12) حيث يمكننا أن نعبر عن الساعة 7 من خلال الصورة‎ 
14 أو‎ 14(mod12)=2(mod12) يمكن كتابتها على الصورة‎ tle 2 التي هي نفسها الساعة‎ 4 
.12=0(mod12) فإن‎ oS مثل الساعة 0» ومن‎ LLE تطابق 2 قياس 12. الساعة 12 هي‎ 
ويمكننا التعبير‎ ٠” تقبل القسمة على‎ ab إذا كانت‎ ca =b(modm) ob ll بشكل‎ 
فيا يلي نذكر الخصائص الرئيسية للحساب‎ -a-b=0(modm) عن ذلك من خلال القول إن‎ 
عدداً صحيحاً موجباً فإن:‎ m أعداداً صحيحة» وكان‎ k cc cb ca المقياسبى, إذا كانت‎ 


.a-b= 0 (mod m ) ob 


> 
= 
= 
=F 
= 
Ce 
A 


-إذا 


il 
= 
= 
EL 
= 
al 
C 
5 
t— 


(z 
.a+c=b+c(modm) OB «a = b(n 
.a.k = b.k(modm) ùl «a =b(modm) i 
.a=c(modm) فإن‎ b=c(modm) 3«a=b(modm) كان‎ 13- 
(modm) كان‎ 


.b = a( mod m) مء فان‎ > 


يمكنك أن تحاول إثبات صحة هذه الخصائص من خلال استخدام التعريف الأساسي الذي 
ينص Je‏ أنه إذا كان =b(modm)‏ ه» فإن ab‏ تقبل القسمة على desem‏ الرغم من ذلك يجب 
أن تكون حذراً. بشكل عام op‏ قانون الاختصار لا يعمل في الحساب المقياسى» فإذا كان 
cak = b.k (mod m)‏ فليس بالضرورة أن يكون b (mod m)‏ = ۾ . يكون قانون الاختصار صالخا 
عندما تكون 8 و m‏ أوليتان نسبياء أو لا يوجد بينهما قواسم أولية مشتركة. 


PAIR 


أوجد القيمة الصغرى 


t, z, y, T oy‏ أعدادا حقيقية موجبة بحيث: 
cryrzrt=l‏ 
La‏ هي القيمة الصغرى (Minimum Value)‏ للمقدار: 


1 1 4 16 
— += += +— 
E: y E 13 


إذا م يسبق لك مشاهدة مسألة dolo‏ قد تكون هذه المسألة مخيفة قليلا. كا تعودنا لنحاول 
أن نأخذ قسطأ من الراحة مع هذه المسألة عن طريق تعويض بعض الأرقام. لدينا القيود التالية: 
المتغيرات tz yz‏ يجب أن تكون أعدادا حقيقية مو cia‏ و 2-1 +2 ++ . نريد إحاد القيمة 


الصغرى للدالة: 


1 1 4 16 
FE 1,2, É) = =+ = + = + — 
T y z it 


يمكن لنا أن تيدأ بالحالات الصغيرة والخاصة. لاحظ أولاً أن (0,0,0,1)/ غير معرفة OY‏ 
القسمة على صفر غير معرفة» ولذلك لا يمكن لأي من المتغيرات ya‏ القيمة صفر. الآن 
ماذا عن JULI‏ الخاصة: 


في هذه الحالةء بالتأكيد فإن: 


z+y+z+t=1 


av 


aA‏ فن حل المسألة الرياضية 


ومن ثم SOW‏ 


1111 
l Ppr”‏ 
لذلك ob‏ القيمة الصغرى للدالة f(a,y,2,t)‏ هي أقل أو يساوي 88 هل تستطيع فعل ما هو 
أفضل من ذلك؟ حاول تعويض المزيد من الأعداد وشاهد ماذا سيحدث. في الدالة (1,2,2,:)/ الحد 
1 هو المسيطر والمتحكم في العبارة. لذلك يجب أن تكون قيمة 4 كبيرة وليست صغيرة. ومن جهة 
أخرى يوجد BE‏ بين المتغيرين cr‏ ون لذلك يجب أن يكونا متساويين. نستطيع أن نجرب 


٤#, 4,2‏ ستلاحظ أنه يبدو من المستحيل الوصول إلى قيمة أفضل من 64 كقيمة صغرى للدالة 
y, 2,1)‏ ,2( . هل 4 هى القيمة الصغرى المطلوية؟ كيف يمكننا معرفة ذلك؟ 

إن إنجاد حل جيد ودقيق ذه المسألة يشكل تحديًا بدون الاستعانة ببعض المعرفة الرياضية: 
ولكن ما هي المعرفة الرياضية التي نحتاجها؟ كيف نستطيع محديد النظرية التي ستساعدنا في حل هذه 


المسألة من بين العديد من النظريات الرياضية؟ 


يوجد بعض القرائن والدلائل المطروحة في نص المسألة. أحد القرائن المهمة تتمثل في أن 
المسألة تطلب منا إيجاد القيمة الصغرى لدالة ما. وبشكل عام فإن المسائل التى تتضمن إيجاد القيم 
القصوى (العظمى أو الصغرى) حل باحدى طريقتين: La!‏ باستخدام حساب التفاضل والتكامل» أو 
باستخدام المتباينات. إن استخدام حساب التفاضل والتكامل بالتأكيد سيكو Nba I‏ وذلك لوجود 
العديد من الطرائق القوية والعامة لحل مسائل الأمثلية (Optimization)‏ مثل طريقة ضوارب 
لاجرانج pls (Lagrange Multipliers)‏ المرجح EH‏ نستطيع حل هذه المسألة دون اللجوء لحساب 
التفاضل والتكامل. لماذا؟ OY‏ المسائل الرياضية المطروحة في الأولبياد على الأغلب لا تحتاج Ld‏ 
التفاضل والتكامل. إن هذا هو النوع من cl yg lo) 4d all‏ المعرفة) (Meta Knowledge)‏ المتعلقة 
بطبيعة المسألة وسيكولوجية الشخص الذي وضع المسألة. إن (ما وراء المعرفة) هو نوع جيد من أنواع 
المعرفة» لذا استخدمها كلا استطعت. وهذا يعنى شيئاً واحداً فقط: يجب علينا حل هذه المسألة 
باستخدام Jo‏ التباينات؛ ولكن أي منها ستقدم لنا المساعدة؟ 


44 القيمة الصغرى‎ sl 


في الرياضيات يوجد العديد من المتباينات»› ويتم اكتشاف العديد من المتباينات الحديدة في كل 
ce‏ ولكن القليل منها تستخدم بشكل واسع حل المسائل اليومية. من هذه المتباينات المهمة متبايئة 
الوسط gut‏ اهندسي التوافقي (Arithmete-Geometric-Harmonic)‏ » ومشاينة AAA‏ 
(Cauchy Schwartz)‏ . ويوجد QUIS‏ بعض التباينات الأخرى المهمة ولكن هذه هى التباينات 
المستخدمة بكثرة في حل المسائل الرياضية. Leo‏ نقوم في البداية بعرض هذه المتباينات» ثم بعد ذلك 
نبحث في نص مسألتنا عن أي أفكار قد تساعدنا في تحديد أي منها أفضل لحل المسألة. 

نظرية 1.14 متباينة (AGH)‏ 


الوسط الحسابي أكبر أو يساوي الوسط الحندسي الذي بدوره أكبر أو يساوي الوسط التوافقي. 
2S) [to >‏ >45 


e = i 7 | i 
¡Ol جبة»‎ go إذا كانت ه,٠٠٠,ره,» أعدادا حقيقية‎ 


0, ta, +: +0 j n 
22 (MO kii > 5 5 5 
m | 
a a, a 
1 2 n 


وتنطبق المساوة إذا كانت جميع القيم متساوية: a, = 0, = =a‏ 
نظرية 2.14 ( کوشی -شوارز) 
مربع مجموع حاصل الضرب أقل أو يساوي Job‏ ضرب مجموع المربعات. وبشكل أكثر دقة: 


FT oo ن‎ sá E l 5 i 
Ob إذا كانت 964,,4,,...,4 0,..., 0,0 جيعها اعدادا حقيقية»‎ 


(a,b +08, +...rab ) < (a, +a. +...+4 (0; +b +...+b | 
1 l 2 m 8 1 2 fl 1 2 11 


وتنطبق المساواة Is!‏ كانت a,‏ تتناسب مع b,‏ لكل « >7 > 1. 
بالعودة إلى مسألتناء أي من هاتين المتباينتين علينا أن نستخدم؟ إن الملاحظة الرئيسية لدينا هي 
وجود الأعداد1 Le‏ 16646 في الدالة: 


1 1 4 10 
A El = 11,4, 10 
T y z t 


فن حل المسألة الرياضية 


وجميعها مربعات كاملة: 1-1 » 416224 alo.‏ المتباينة التي تستخدم كلمة Ca‏ 
إنها متباينة كوشى-شوارز. والآن كل ما نحتاجه هو التلاعب قليلاً بمتباينة كوشى-شوارز في محاولة 
لجعلها مناسبة لحل مسألتنا. وهذا قد يحتاج إلى القليل من التجربة» ولكن led‏ يلي سنوضح كيف يمكننا 
القيام بذلك. 


أعد aks‏ الدلة f(x, y,2,t)‏ على الشكل : 


1“ 1° a 4° 


ET A (FF (® 


بمكنك الآن أن تستخدم متباينة كوشي- شوارز: 











2 





f(2) = 


epee 
(ve | + (Vu) +(e) + 1) 


(1+1+2+4) feet Zr ر‎ 
TOY 2 





1 13 y 4° 
= | == + — + — | 
z y z = 


وفي الخطوة الأخيرة سنستخدم القيد المعطى في المسألة: ctytztt=l‏ . وأخيرا نجد أن: 


1 1 4 16 
04 EL 
T y z t 


تبقى لدينا خطوة واحدة قبل أن نستنتج أن القيمة الصغرى للدالة )2,1 fley‏ هي 6 حيث 
cus of ile‏ أن القبية e ral‏ 64 يكن الوضول الها ee)‏ فسن م UN‏ ولك 
انتظر! بالفعل لقد قمنا بذلك سابقاء حيث إننا بينا خلال استكشافنا للمسألة OF‏ 


E E 
8842 


وبذلك نكون قد وصلنا للمطلوب. 


0 u N) DULY 


القيمة الصغرى 


Er 


جد اصغر قيمة (Least Value)‏ للدالة: 


E‏ ل ع 


y 2 g 
ا 2 أعداد حقيقية موجبة.‎ or to 
هذه‎ OV ونظراً‎ Le, بعد أن قمنا بحل المسالة 14» من المفترض أن تكون هذه المسالة أقل‎ 
أنه بإمكاننا استخدام حساب التفاضل والتكامل‎ elas فإننا‎ « (Minimization) بالتصغير‎ Ges المسألة‎ 
أو المتباينات لحلها. بالطبع سوف نستخدم المتباينات في حل هذه المسالة.‎ 


عادة لا يوجد ما يضمن لنا أن دالة ما يوجد ها قيمة صغرى في مجال معين. بعض الدوال مثل 
loga‏ و لا يوجد لها قيمة صغرى لحميع قيم = الحقيقية الموجبة. مع أخذ هذا التحذير بعين 
الاعتبار سنقوم بحساب قيمة الدالة f‏ عند بعض الأعداد للحصول على مؤشرات حول كيفية 
سلوكها. فى البداية لاحظ أن أيّا من المتغيرات er‏ وء لا يمكن أن تساوي Lae‏ وذلك OY‏ 
القسمة عل صفر غير ds‏ وهذا جيد OV‏ نص المسألة zey cobb pe‏ جب أن تكون أعدادا 
ETE‏ حك Zy ox e‏ يجب أن تكون أكبر من صفر. دعنا نجري بعض 
الحسابات للحالة الخاصة: ع = ن  -‏ . لدينا على سبيل JAI‏ 


(am), s 


Va Y‏ فن حل المسألة الرياضية 


وبشكل مشابه ¡OP‏ 


f(0.5,0.5,0.5) = -i اسا + مشاه‎ 13 


0.5 0.5 0.5 








هل يمكننا القيام بيا هو أفضل؟ ربا يمكننا ذلك إذا كانت zezey en‏ متساوية. على سبيل 
المثال: 


f(3,11)=9 « f(2,1,1) =9.5 


يمكنك التعويض بتوليفات مختلفة من en‏ 21 . ولكن على ما يبدو أن القيمة الصغرى إن 
وجدت سوف تكون قريبة من العدد 9 . الآن أصبح لدينا إحساس ALL‏ 

إذا كانت القيمة الصغرى هي 9 فإن هذه مساعدة أخرى تشير إلى أنه يجب علينا أن نستخدم 
المتباينات لحل هذه المسألة. لماذا؟ إذا كانت الدالة (1,2,)/ تحتوي على أعداد صحيحة موجبة مثل 1 
3 9. فإن هذا مؤشر قوي على أن القيمة الصغرى للدالة / هي أيضاً aus‏ صحيح موجب» مثل 
9 الذي هو نفسه من مضاعفات العدد3 . بعض التوليفات من الأعداد: 1 9 Gop‏ إلى 9. 
وهذا دليل واضح على تكامل المنطق الرياضي. مثل هذه DEN‏ هي أدلة وقرائن» ويجب أن نتعلم 
التعرّف على القليل منها في ¡Lilo‏ 

لحل هذه المسالة باستخدام المتباينات» نحن بحاجة إلى تخمين مقصود حول المتباينة المناسبة لمسألتنا. 
الدالة J(e, yz)‏ تحتوي الأعداد 3:1» 9. وعلى الرغم من أن 1» 9 تمثل مربعات كاملة إلا أن العدد 3 
ليس كذلك. هذه الملاحظة لا تستبعد أن لمتباينة كوشى-شوارز دوراً قد تلعبه هناء وقد تكون مناسبة» لكن 
متباينة المتوسط الحسابي-الهندسي (نظرية 2١١14‏ المسألة 5 )١‏ قد تكون أفضل ومناسبة أكثر. هنالك سبب 


آخر يجعل من متباينة المتوسط الحسابي-اهندسى تعمل بشكل أفضل في هذه المسألة وهو أنه عندما نضرب 


es Oz oy r 9 
EVOR ببعضها فإنه سوف تحذف المتغيرات‎ — i P المقادير:‎ 


تشير النظرية 1.14 إلى أن المتوسط الحسابي أكبر من أو يساوي المتوسط امندسى» والمساواة 
تتحقق عندما تكون جميع الحدود متساوية. وهذا يعطينا ما يلي: 


القيمة الصغرى YY‏ 


a 9 | 2,, 0 13 1 
شت ما‎ = (27)* = 3 
oy 2 5 y E r 


| = 


وهذا يعنى أن: 


Uy & T 


رأينا مسبقاً عندما قمنا ببعض الحسابات العددية أن 9 = )3,1,1( f‏ . لذلك فإن العدد 9 هو 
القيمة الصغرى للدالة f(x,y,z)‏ عندما تكون ez‏ ر 2 أعداداً حقيقية موجبة. 

لنفترض أن اختبارنا التجريبي لم يكشف لنا أن (3,1,1) ۶ هي القيمة الصغرى للدالة 
f (2,9,2)‏ . كيف يمكن لنا أن نجد قيم deyer‏ التى تعطينا القيمة الصغرى (على افتراض أن القيمة 
الصغرى موجودة بالفعل)؟ فيا يلى إحدى الطرائق لتحليل هذه المسألة. 

متباينة المتوسط الحسابي - el‏ تخيرنا أن المساواة تتحقق عندما تكون جميع الحدود 


متساوية. day‏ يعني أننا نريد أن نصل إلى آن: 


En و‎ xr sy % 
مو حب‎ tet علد‎ r مسد د كد = عدي حيتت‎ > 7 
> y 2 T 
r’ = 2 sy 92 = 27 
y zZz 2 


ومن ثم فإن 3 -7. وهذا يقودنا إلى حل ثلاث معادلات: 


9z 31 x 
و و‎ 
3 © y 


يوجد عدد لانهائي من الخلول لهذا النظام من المعادلات. أحد هذه الحلول هو: y-zlır=3‏ 
0 2-1 الذي يعطينا أن 9 - (3,1,1)/ » ومن e‏ القيمة الصغرى المطلوبة. 

Gale‏ ما تطلب منا مسائل الأمثلية أن نجد القيمة العظمى أو الصغرى Lee‏ ضمن قيود 
sous‏ وهذه المسائل يتم حلها عادة بالطرائق الرياضية المتقدمة من خلال حساب التفاضل والتكامل 


Yes‏ فن حل المسألة الرياضية 
(مثل طريقة ضوارب لاجرانج). ومع ذلك فإنه يمكن حل مثل هذه المسائل في الغالب بشكل أنيق 
باستخدام المتباينات» ى| فعلنا في مسألتنا السابقة. 

هناك بعض التنبيهات التى يجب مراعاتها عند حل مسائل الأمثلية. أولاً: يجب إثبات أن القيمة 
القصوى (العظمى أو الصغرى) موجودة بالفعل. ثانياً: يجب التحقق من أن الإجابة تحقق جميع القيود 
المعطاة. وأخيراً يجب أن نضع في اعتبارنا أن القيمة المثلى - إن وجدت - قد لا تكون وحيدة. فقد 
يكون هنالك العديد من القيم مثل coy ez‏ التي تعطينا النتيجة المطلوبة. 


£5030 كلاسبكي 


EEE ee E 
12°23 34 99.100 


على شكل کسر مكتوب بأبسط صورة (Lowest Terms) ¿SL‏ . 

بعض المسائل الرياضية يمكن حلها بسهولة إذا كنا نعرف خدعة أو حيلة خحاصة» والكثير من 
الرياضيين يمتلكون في جعبتهم العديد من الخدع الخاصة التي تعلموها على مدى سنوات. إذا كنت 
لا تعرف الخدعة المناسبة لمسألة ما قد لا تفكر في حلها من الأساسء أما إذا كنت تعرف الخدعة 





فيمكنك استخدامها لحل مجموعة واسعة من المسائل المشابهة. في هذه المسألة سنبدأ باستخدام الطرائق 
التقليدية والقياسية» ثم سنحل المسألة باستخدام خدعة معينة عادة ما تنجح في حل المسائل المتعلقة 
oléh‏ المجاميع. وهذا سوف يعدنا للدخول بشكل جيد في المسألة التالية OV DLL)‏ حيث 
سنستخدم الخدعة الخاصة بالمجموع في حل مسألة أكثر صعوبة. 

للمزيد من التبسيط دعونا نسمي المجموع المعطى في المسألة (99) S‏ . وقد تدهش من ذلك 
وتتساءل bU‏ ' نسم المجموع )100( $ ؟ ¿Luo‏ بإمكانك القيام YU Ui‏ يتعلق lo‏ تفضله. 
وعندما SG‏ في الرياضيات كنوع من الفنون» تدرك أنه بإمكانك النظر إلى اللوحة من الزاوية التي 
تريدها وتفضلها. المجموع الوارد في المسألة يتكون من 99 حدأء ولكن من الجيد [Slo‏ أن نعمم 
الأشياء» لذا bes‏ نأخذ المجموع العام ل ” من الحدود: 


١١‏ فن حل المسألة الرياضية 


23 °° n(n+1) 


S(n) = +‏ 
هذه المسألة يمكن حلها باستخدام e bol"‏ الغاشم" وذلك من خلال استخدام الآلة الحاسبة 
لإيجاد المجموع )99( e‏ وهذا سينجح ولكنه سيكون ملا ولا يتوفر على أي نوع من المتعة. دعن 

نرى ماذا يمكننا أن نفعل غر ذلك. 
bes‏ ننظر إلى الحالات الصغيرة» يمكنك أن تجد مجموع عدد من المجاميع الجزئية 


f (Partial Sums) 


من خلال التدفيق في هذه القيم القليلة )5 » يبدو أن النمط قد بدأ يظهر. iu‏ هو Ol‏ 


Tl 


n+l 





S(n) =‏ 
الوياضى ١١‏ الذي ناقشناه فى الفصل las‏ 
نريد أن نثبت باستخدام الاستقراء الرياضى أن: 


8 1 1 1 nl 
== es 
“a ae n(n e 1) n+l 





في البداية» دعنا نثبت صحة هذه الصيغة عندما 1 n=‏ لاحظ أن: 








1 1 
2 1.2 )1 
ومن ثم فإن الصيغة صحيحة عندما 1 = « . بعد ذلك علينا أن نثبت أنه إذا كانت = = S(n)‏ 
n +‏ 
» فإن SE‏ = (1+ 5)۸ . للقيام بذلك افرض أن — = S(n)‏ وخذ مجموع S(n+1)‏ وحاول أن 
n+l T‏ 


S(n+1)= SUS‏ . وفيما يل الإثبات» لكن حاول أن تقوم به بنفسك. 


ay كلاسيكي‎ p pat 





Et 1 1 
NN E En i(n +1) (m+1)(n +2) 
| 1 
= Sin) + 
le +2) 








| 1 
1 4 1 
— n+ 
i 1) 


a )ا‎ 








n+l n +2 
Ml 
n+2 


oY‏ وبعد test of‏ = = («)5» نستطيع على الفور حل مسألتنا. الجواب هو 
c (99) = —‏ وهذا الكسر Y‏ يمكن تبسيطه أكثر من ذلك. 

والآن يبدو أننا قمنا بحل المسألة بطريقة صعبة ch ley‏ دعنا نتعلم هذه الخدعة الصغيرة. 
والتي ole‏ ما تساعد في حل الكثير من المسائل المتعلقة بالمجاميع ومن نّم من الجيد أن تعرفها وتطّلع 
عليهاء ويطلق على هذه الخدعة اسم خدعة المجموع المتداخل .(Telescoping Sum)‏ 

افرض آننا استطعنا أن نكتب be gost‏ معيئاً نريد أن نبسطه على الصورة: 








S(n) = Dl (+1) - f(k)) 


حيث Als f(b)‏ معينة معرفة على مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة (أو ULA‏ غير 
السالبة). LY‏ ماذا AS‏ عند ما aye! = a‏ على الأغلب lm‏ معظم الحدود 


ويتبقى لدينا نتيجة سهلة: 


m + fín- 1)- f(n-2)+...- f(2) + f2)-fÜ) 


فن حل المسألة الرياضية 


VA 
نا هذا مدهش! والآن وبالنسبة لمسالتنا لاحظ أن كل حد من حدود المجموع‎ 
الشكل التالي:‎ 
] 1 








ذه 
Eu‏ 
His‏ 





tet : 
1.2 23 3.4 99.100 
1 1 1 1 1 1 
=- — اا‎ = |+..+| — - — 
3 1 METIO AE) 
= 1-— 
100 

_ 99 

100 


E nal SS‏ استخدامها هو قدرتنا على Bows‏ المجموع المعطى ll E‏ عل الصورة 
Sm) = S (F(E +1) 10‏ . إذا تمكنت من القيام بذلك؛ فلا شىء سيمنعك من حل مسألتك. 
j k=1‏ 
المسالة القادمة (مسالة 7) أصعب بكثير من هذه المسألة» ولكنها تظهر بشكل واضح ye‏ 


خدعة المجموع المتداخل. 


£goroll مقلوب‎ 


(Recurrence Relation]‏ التالية: 


a =24 , +a mea 


n” 
m—2' 


a, =1, a, =213 


}15 كان المجموع غير المنتهي S = Yo (Infinite Sum)‏ . أوجد قيمة 1/5 


i=] a. =D. =‏ 
dal‏ الطرائق التى تساعدنا على الاحساس oy‏ المسألة هى تعويض بعض الأعداد 3 gl‏ 
5 » ثم نرى بعد ذلك ماذا سيحدث. با أن المجموع 5. مكون من عدد غير منته من الحدود. فإننا 
Us dit‏ حساب مجموع أول عدة حدود» ولكن إذا كانت S‏ تتقارب بسرعة كبيرة - لنفترض 
ذلك- فإن حساب مجموع أول عدة حدود قد يعطينا فكرة ما عن القيمة النهائية للمجموع غير المنتهي. 
لنبدأ بالتعويض: 


حيث إن 213 - a‏ , 1= رمه وبا أن , 6+ ,20= ea‏ پمکننا حساب a,‏ کا يل : 





a, = 2a, +a, = 2(213)+1 = 427‏ 
والآن نحن نعرف قيمة a,‏ » ره . وبالتالي يمكننا إيجاد قيمة a,‏ 
a, = 2a, +a, = 2(427) +213 = 1067‏ 
من JA‏ الطريقة يمكننا أن نرى أن أول عدة قيم ل a,‏ هي: 


l 1,213, 427, 1067, 2561,6189. 14939, 36067, 87073... .} 


۹ 


فن حل المسألة الرياضية 


: 5, يمكننا أن نستخدم هذه القيم من ,© في إيجاد المجموع الجزئي‎ OY! 





he 
- dd 7 7 a. 
T جد‎ 1—1 = 1 1 i 
جرح = پ5‎ 2 2 E a aa 2 
ART AAA AAA a, — 0, 
1 213 36067 


213 -1* 27-213 87073 — 36067° 


0.00235 ~ 
hl‏ كانت S,‏ تساوي تقريباً 0.00235 » OP‏ ,1/8 تساوي تقريباً: 


. : 425.9 


S. 0.00235 | 


وبعرض أن المجموع غير المنتهي 5 (Converges) — lay‏ » فسدو أن 1/5 تساوي la A‏ 
425 (وهذا جرد توقع). 





من الطرق المعروفة E‏ إنجاد المجاميع الطريقة المتداخلة (Telescoping Method)‏ والتى درسناها 
في المسألة )16( c‏ لنحاول أن نستخدم هذه الطريقة في هذه المسألة. جميع المقامات في S‏ لها الشكل a? az,‏ 


وبا أن ٠» - y = (7 —y)(x + y)‏ فمن الطبيعي أن نقوم بتحليل المقام لنحصل de‏ 











a _ dy 
a -0 (a, -a )(a, +0, 5 
ti tt 
k(k+1) k k-1 
نحتاج أن نكتب شيئاً ما يشبه الشكل التالي:‎ SU وني مسألتنا هذه نحتاج أن نقوم بشىء‎ 
Aa a, _ A 0 B 
a.-a a حل‎ , 


a, Sa (a, u a,_,)(a, T a) kf “1-1 d 1-1 


وهذه UL‏ تقليدية plus Y‏ طريقة الكسور الحزئية Partial Fractione‏ . ومن خلال الضرب 
با لمقدار (_,ه + (a, —a, a,‏ نحصل ¡de‏ 


a, = Aa +a, )-Bla—a,.) 
= (A— Bla, +(A+ B)a,, 


وهذا يعني أن A+ 8 =1 ku A-B=0‏ . وبالتالی A= 8 - 1/2 op‏ . والآن لدينا: 


a a 1 1 


94-1 :-1 


a, = a, 7 (a, — a, (a, +a, ,) u 2(0. — a. 5 Za, T a 9 


هذه الصيغة الأخيرة ليست متداخلة (تلسكوبية)» ولكن يمكننا تحويلها إلى الشكل المطلوب 
من خلال استخدام العلاقة الارتدادية المعطاة على الشكل 





E 
أو‎ y e 1 = 20, + A, | 


¡de .والآن ومن خلال تعويض هذه القيم في العبارة السابقة» نحصل‎ -a =a +a 


0 0 1 1 


"i=] E i=l 0 A اجا‎ S I 
a; 2 a, (a, u a, )(a, T a, ,) 200 7 0, ,) 2(a,,, u a) 


والآن أصبح المجموع 5 متداخلاً. وهذا يعني أن معظم حدود 5 سوف تلغى بعضها بعضا 
(إذا وجدت صعوبة في رؤية ذلك» عوض مجموعة من الأعداد a,‏ في التعبير التالى: 





8 
g= Y دك‎ 
L. => 3 1 


i=l a, >, 1 


SE — 
-A 
2(213-1) 


424 
ole S = — Ole‏ 1249 
i = 5 = m bw I‏ 
S 494 2‏ 
لاحظ أن توقعتا الأول باستخدام البيانات العددية كان يشير إلى أن = تساوي تقريباً 425 
أو 426 ولكن ذلك WY‏ استخدمنا فقط dl‏ من حدود المجموع 5.. ولكن الجواب الحقيقي هو 
4 وذلك لأن 5 تحتوي على عدد غير منته من الحدود كما ذكر في المسألة. 
لاحظ أن توقعنا الأولي باستخدام البيانات العددية كان يشير إلى أن + تساوي تقريباً 425 
أو 426 ولكن ذلك لأننا استخدمنا فقط ثانية من حدود المجموع S‏ ولكن الجواب الحقيقي هو 424 
وذلك oot § OY‏ على عدد غير منته من الحدود كا ذكر في المسألة. 


PRAG, 


منطق ايام 


ماهو اليوم الذي يأتي قبل يوم محدد بيومين» والذي GE‏ بدوره بعد ثلاثة أيام بعد اليوم الذي 


من الواضح أن هذه المسألة تتعلق بالمنطق» ويمكن لك من خلال المحاولة والخطأ معرفة اليوم 
المطلوب. الشىء الذي يجعل هذه المسألة تبدو صعبة هو الصياغة اللغوية المعقدة للمسألة» ويمكن 
جعل مثل هذه المسائل أكثر سهولة من خلال إعادة صياغتها على شكل مسألة رياضية. 

بشكل أساسي نحتاج إلى تحويل هذه المسألة الكلامية إلى مسألة عددية. في البداية Les‏ نحدد 
رقم معين لكل يوم من أيام الأسبوع. لیکن يو الأحد (-0)» والاثنين (-1)» والثلاثاء (-2). 
والأربعاء )= 3)» والخميس (-4)» والجمعة )= 5)» والسبت )=6( دعنا الآن نقوم بعملية ترميز 
لكلمتي "قبل" و "بعد". إذا كانت D‏ تمثل القيمة العددية لأحد الأيام» فإن 2-1 تمثل اليوم الذي 
Gl‏ قبل اليوم D‏ بينها D+1‏ فثل اليوم الذي GL‏ بعد اليوم 2 . أي أن كلمة "قبل" تعبر عن العدد 
(1-) وكلمة "بعد" تعبر عن العدد (1+). نحن OV‏ بحاجة LB‏ إلى تحديد أماكن ظهور كلمتي 
"قبل" و "بعد" في نص المسالة. 


لتكن D‏ تعبر عن اليوم المطلوب. يمكننا تقسيم المسألة إلى عدة أجزاء من خلال التركيز على 
F ls‏ "13" و "بعد" كما يل: 
(الثلاثاء) + (اليوم الذي قبل) + Ola‏ قبل) + (يوم بعد) + 6 الذي Gk‏ بعد ” أيام) D=‏ 


١١7 


١١:‏ فن حل المسألة الرياضية 
يمكننا ALS‏ هذه المعادلة بصورة رقمية من خلال تذكر أن الثلاثاء (= 2)» وقبل (-1-). 
Aro 3‏ )=1(: 


D=-_2+1+3-1+2 
= 8 


les‏ أن الأربعاء )= 3)» فإن الجواب هذه المسألة هو "الأربعاء". 


لاحظ كيف أن المسائل المتعلقة بالمنطق تصبح أكثر سهولة عندما نقوم بتحويلها إلى مسألة 
عددية. OYI‏ وباستخدام هذه الطريقة يمكننا أن نتعامل مع مسائل مشابهة أكثر تعقيداً بكثير. 


u) au‏ كسرهة 


Juul‏ زوجبة 
إدا Las‏ بفك (توسيع) العبارة: 


(x +2x- 1)‏ 
ماهو مجموع معاملات الحدود ذات الأسس الزوجيةل ×؟ 
أحد الطرق لحل هذه المسألة هي استخدام نظرية متعددة الحدود (Multinomial Theorem)‏ 
وتطبيقها على العبارة )22-1+ a‏ ومن ثم إيجاد قيمة مجموع متعددة الحدود 
(Multinomial Sum)‏ )421 لمعاملاات ols a‏ > الموجبة. des‏ الرغم من توفر الآليات 
الرياضية للقيام بذلك» إلا أن هذا يبدو وكأنه يحتاج الكثير من العمل غير الضروري. 


دعنا Lag‏ بحل "الهجوم الغاشم" هذه المسألة» فهذا قد يعطينا بعض المقترحات والرؤى التي 
قد تساعدنا في الوصول إلى حل جيد. با أن العبارة [2-1+ ?0( مرفوعة للأس ثانية الذي لا يعتبر 
عدداً Las‏ جذاء يمكننا ببساطة أن نجد حاصل ضرب كثيرات الحدود؛ ثم نحدد معاملات الحدود 
pl jul] ls‏ 9 >¿ = 7 ونقوم يجمعها. هذه العملية تحتاج إلى gles dls‏ ده للقيام ue‏ 131 
استخدمنا آلة حاسبة جيدة مثل الآلات من النوع تكساس 11-89. 
(x° +2x -1) = x! 416x" +104“ +336x% +476x"‏ 
—112x" —1064x" -432x +1222‏ 


+432x' -1064x° +112x° +476x* 
—336x° +104x* -16x+1 


\\o 


vr‏ فن حل المسألة الرياضية 


والآن أصبح حل المسألة بسيط» حيث نجمع معاملات الحدود ذات الأسس الزوجية 
kam‏ على: 


104+1-6+ 476 +1064+1222-1064- 476 + 104 + | 
على الفور» يجب عليك أن ترى نمطا ما في هذه الإجابة. هذا مثال كلاسيكي يوضح كيف أن 


معرفة جواب المسألة سيساعدنا (slo‏ على الوصول إلى حل. لماذا؟ العدد 256 يمكن agus‏ على شكل 
قوة للعدد 2 » حيث أن 2 = 256 . إذا كنت تريد أن تكون جيداً في حل المسائل الرياضية» من SEN‏ 
أن تتقن العديد من المتناليات العددية المختلفة» مثل متتالية قوى العدد 2 . حقيقة أن مجموع معاملات 
oa YE ly‏ الزوجية ل :داهو 256 aÍ‏ 2° شر Lae | ul‏ وذلك OY‏ كثرة الحدود 
)201+ ) هي أيضاً مرفوعة للأس 8 


الآن دعنا نلقي نظرة على بعض الحالات الخاصة. للتبسيط دعنا نفرض أن: 


f(x) = (2? +22-1) 
فإن:‎ JUL, 
f(-1) =(-2) =256 « f{1)=(2) = 256 

من الواضح أن هناك شيئاً ما مثيراً للاهتمام حول (1)/ » (1-)/ . هذه الملاحظة قد تشير إلى 
احتمالية وجود حل ذكى وبسيط لهذه المسألة. 

دعنا نعود إلى الأساسيات» إذا قمنا بفك )2( كا فعلنا في حلنا التقليدي» سنحصل على 
كثير حدود من الدرجة 16 . وکا ob Us Wi,‏ أمرأ غريباً يحدث يتعلق ب )1( Er (A)‏ 
أن كليهها يساوي 6256 والعدد 256 هو حل للمسألة. ce‏ دعنا نستكشف كثيرات حدود أكثر 
بساطة مثل )0( ونرى ماذا سيحدث بخصوص h(-1)ch(1)‏ 

افرض أن: 


ع + نيل + &>chlz)= art +ba’ + e”‏ ±0 ه 


أسس زوجية VAY‏ 
إذاً: 
h(1)=a+b+c+d+e‏ 
h(-1)=a-b+c-d+e‏ 
OY!‏ دعونا نتعامل مع هذين المقدارين. إذا h(1) Lar‏ و (1-) ۸ نحصل على : 
h(1) + h(-1) = 2a + 2c + 2e‏ 
هذا مدهش» حيث أن هذا المجموع يساوي ضعف مجموع معاملات الحدود ذات الأسس 
الزوجية ل . هذا LLE‏ هو الشىء الذي نحتاجه لحل مسألتنا. اذا قسمنا طرفي المعادلة على العدد 2 
4 سو ف ترق أن جموع معاملات الحدود old‏ الأسس الزوجية ل T‏ يساوي: 


h(1) + h(-1) 


2 


at+cte= 
لقد اكتشفنا طريقة رائعة لحل مسالتنا الاصلية. إن مجموع معاملات الحدود ذات الأسس‎ 


الزوجية ل T‏ في مفكوك )22-1+2°(= f(z)‏ شو 


حستاء bea‏ نلخص اكتشافنا هذا على شكل نظريات مفيدة: 
نظرية 1.19 إذا كانت f(r)‏ كثيرة حدود» فإن مجموع معاملات الحدود ذات الأسس الزوجية ل r‏ 
يعطى بالعلاقة 
)1(0+1(1 
2 
نظرية 2.19 ]13 كانت f(x)‏ كثيرة حدودء OP‏ مجموع معاملات الحدود ذات الأسس الفردية ل T‏ 
rt)= 1-1)‏ 


2 


١1‏ فن حل المسألة الرياضية 


WE‏ ما تقودنا عملية استكشاف المسألة إلى بعض الرؤى الثاقبة التي تسمح لنا بالوصول إلى 
الحل الذكي. علاوة على AUS‏ استنتجنا من خلال الاستكشاف الرياضي بعض التتائج المهمة التي 
يمكن صياغتها على شكل نظريات مفيدة. إذا اكتشفت شيئاً مثيراً للاهتهام خلال حل المسألة 
الرياضية» لا تخف من القول إن هذا مجرد تخمين» حاول إثبات ذلك التخمين على أنه نظرية» هذه هي 
الطريقة التي bole‏ ما يتم بها اكتشاف الرياضيات الجديدة. 


ay nd) Ded) 


da dd ده ي ف‎ Y d رماي‎ 


لدى رمي 25 قطعة نقد متوازنة وبشكل مستقل كل منها عن الأخرى» فما هو العدد المتوقع 
لأزواج الصور المتتالية؟ 

كما هو ملاحظ Ob‏ هذه المسألة تتضمن رمي قطعة نقد. ولقطعة النقد المتوازنة وجهان. 
أحدهما يسمى صورة SH‏ يسمى الأخر a‏ . الآن إذا قمت برمي قطعة نقد متوازنة OP‏ 
الناتج الظاهر للأعلى سيكون Le]‏ صورة أو شعارأء وبا أننا نرمي قطع نقد مستقلة عن بعضهاء OB‏ 
نتيجة كل قطعة لن تتأثر بنتيجة القطعة الأخرى» ومن تم OP‏ رمي 25 قطعة نقد متوازنة وبشكل 
ستقل كل منها عن الأخرى يكافوع رمي قظعة تقد متوازثة مسن وعشرين by‏ مخالية. 

وللتأكد أننا فهمنا المسألة بشكل جيد» دعنا نرمي قطعة نقد متوازنة )25( مرة متتالية ونرى 
ماذا سيحدث. فيه يلي أحد النتائج المحتملة هذه التجربة: 

HHTHTTTHHHHHTTHHHTHTTHHTH 

في هذه التجربة الخاصة؛ عدد أزواج الصور المتتالية (HH)‏ يساوي 8» حيث نقوم فقط ومن 


اليسار إلى اليمين بحساب عدد مرات وجود صورتان بجانب Llegar,‏ 

عدد أزواج الصور المتوقع الحصول عليها (HH)‏ عند رمي )25( قطعة نقد هو متو Lu‏ عدد 
أزواج الصور الذي سيظهر إذا أجرينا هذه التجربة لملايين المرات. 

قد يصعب علينا حل هذه المسألة» ولكننا سنستخدم استراتيجية Le WE‏ تكون مفيدة عند 


التعامل مع هذا النوع من المسائل. أولا: دعنا نعرف الدالة Aly En)‏ 5 الإجابة عن مسألتناء 
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1۲۰ فن حل المسألة الرياضية 


انياً: سنستخدم استراتيجية "فرق تسد" لعزل التتائج على شكل حالات منفصلة ومختلفة» WE‏ 
سنستخدم كل حالة من هذه الحالات لبناء صيغة ارتدادية ل (n)‏ 62 وأخيراً سنحل المسألة LY‏ 
E(n)‏ باستخدام أي طريقة مناسبة. وفي هذه المسألة سنستخدم صديقنا القديم طريقة المجموع 
المتداخل (Telescoping Sum Method)‏ لإيجاد («)# . وتوضح هذه المسألة بشكل جيل كيف 
ينطوي حل المسألة الرياضية على تناول العديد من الأفكار والطرق المختلفة في المسألة نفسها. 

لتكن Ju E(n)‏ عدد أزواج الصور المتوقع (HH)‏ عند رمي قطعة نقد 2 من المرات. نحن 
OV‏ نبحث عن إيجاد E(25)‏ » وهذا سيكون جواباً LLL‏ لغاية الآن ليس لدينا أي فكرة عن ماهية 
e E (n)‏ ولكننا سنقوم ببناء Be‏ ارتدادية تعبر عن Eln+1)‏ بدلالة os En)‏ العلاقات 
الارتدادية أداة رياضية قوية لحل المسائل في الرياضيات. 

نحن أيضًا بحاجة للبدء بطريقة ما. من الواضح أنه إذا قمنا برمي قطعة نقد مرة واحدة» فلن 
يكون هناك أزواجا متتالية» لذلك فإن 0 - (2)1» ومن المعروف أن العلاقات الارتدادية تحتاج [slo‏ 
إلى توفر عنصرين: علاقة أو علاقات ارتدادية تعبر عن Eln+1)‏ بدلالة (mn)‏ وشرطا ابتدائيًا 
(Initial Condition)‏ مثل 0 = (2)1 » حيث أنه لا بد من توفر بعضاً من الشروط الابتدائية لعلاقتك 
lies ll‏ 

OV‏ يمكننا استخدام استراتيجية "فرق تسد" لعزل النتائج على شكل حالات منفصلة 
ومختلفة. افرض أننا قمنا بالفعل برمي قطعة النقد المتوازنة n‏ من المرات» فعندئذ إذا قمنا برمي القطعة 
مرة أخرى: فسيكون لدينا ثلاث حالات متايزة: 

الحالة ١‏ الحصول على صورة (H)‏ في الرمية رقم cmt]‏ مع فرض أن نتيجة الرمية السابقة 
كانت Laf‏ صورة (77). إذا حدثت هذه IL‏ فإن عدد أزواج الصور (HH)‏ سيزداد بمقدار 1. 
احتمالية حدوث هذه ULI‏ يساوي )1/4( oY‏ احتالية حدوث الزوج (HH)‏ يساوي 
4 = )1/2)(1/2( . تذكر أنه عند رمي أي قطعة نقد فإن احتمال J pad‏ على صورة يساوي )1/2( 
واحتمال الحصول على شعار يساوي Lai (Y2)‏ 


رمي قطعة نقد معدنية NA‏ 


الحالة ۲. الحصول على صورة (H)‏ في الرمية رقم 1+ مع فرض أن نتيجة الرمية السابقة 
كانت شعاراً (7). إذا حدثت هذه UL‏ فإن عدد أزواج الصور (HH)‏ لن يتغير» ولا تضيف هذه 
الحالة شيئاً إلى أزواج الصور op JL s (HH)‏ احتمالية حدوث هذه الحالة يساوي )1/4( 

الحالة ۳. الحصول على شعار (T)‏ في الرمية رقم ent]‏ مع فرض أن نتيجة الرمية السابقة 
كانت إما صورة (8) أو شعار (7). وهذه الحالة أيضاً لا تضيف شيئاً إلى أزواج الصور (HH)‏ 
واحتالية حدوثها تساوي [1/2). لاحظ أن احتالية حدوث (HT)‏ يساوي [1/4)» واحتالية 
Sala (TT) Ste‏ )1/4( » وبالتالي ob‏ احتمالية حدوث الحالة الثالثة يساوي (1/4+1/4-1/2). 
من خلال وضع هذه الحالات الثلاث Les‏ نستطيع بناء علاقة ارتدادية ل :E(n+1)‏ 


B(n+1)=—(E(n)+1)+—(£(n)+0)+=(E(n) +0)‏ 
E(n)+4‏ = 
وهذا يعني أنه في المتوسط فإنه في ربع عدد المرات» Op‏ الرمية رقم ntl‏ تزيد عدد أزواج 
الصور (HH)‏ من E(n)‏ إلى 1+ En)‏ في ثلاثة أرباع ol Mote‏ [1/4+1/2) فإن الرمية رقم 
n+l‏ لا تزيد عدد أزواج الصور (HH)‏ وبالتالي Ob‏ عدد أزواج الصور (HH)‏ یبقی E(n)‏ أو 
.E(n)+0‏ 
والآن كل ماعلينا القيام به هو حل العلاقة الارتدادية: 


E(n+1)= B(n) + > 


بالنسبة إلى E(n)‏ للقيام بذلك سنقوم LLS‏ العلاقة الارتدادية على الشكل IN‏ 


\YY‏ فن حل المسألة الرياضية 


E(n +1) -E(n) == 
E(n) — E(n -1) = - 
E(n-1)-E(n-2 -> 


| 1 

E(2)-E(1) == 

(2)-E(1) = 7‏ 
والأن قم بإضافة جميع هذه المعادلات» ولاحظ أن العديد من الحدود سيتم اختصارها (تذكر 

أن 0 = (1) (E‏ بعد ذلك سنحصل على هذه النتيجة الجميلة: 
B(n+1)-E(1)= n‏ 
E (n +1)-0= Zn‏ 
E (n+1)= Zn‏ 


E(25) = (24) = 6 


وهذا هو الحواب عن مسألتنا. إذا قمنا برمى 25 قطعة نقد متوازنة وبشكل مستقل كل منها 
عن Op as Y‏ العدد المتوقع لأزواح الضور (HH) ¿Ay‏ يساوى 6. 

طريقة أخرى Sal‏ في هذه النتيجة من ناحية عملية» وهى أنه إذا قمنا برمى قطعة نقد 
متوازنة 25مرة» وقمنا sde lu‏ أزواح الصور (HH)‏ قمنا بإعادة التجربة 
)000 ,1,000,000( مرة على سبيل المثال» فإننا في المتوسط سنحصل على 6 أزواج من الصور لتجربة 


oy) وی‎ Y) Nu) 


المجاميم المتساوبة 


إذا كان لدينا تسع خلايا مرتبة على الشكل 3 x‏ 3 » ونريد تعبئتها بالأرقام 606-1 1 بشكل 
عشوائي. أثبت أن من بين المجاميع الثانية (الصفوفء الأعمدةء الأقطار) هناك على الأقل مجموعين 


Cpe glans 
دعنا نرسم شكل توضيحي:‎ 
—1 0) 1 
1 1 -1 
—] () 0 


تظهر الصورة أحد الاحتمالات الممكنة لتوزيع الأرقام 1- » 0 » 1 على الخلايا. بالطبع هناك 
العديد من الاحتمالات الأخرى لتوزيع الأرقام. في الواقع فإن هناك سبعة ale‏ محتملة لكل صف 
أو عمود أو قطر وهي: 
}1,0,1,2,3-,2-,3-{ 
على سبيل المثال» في الصورة أعلاه مجموع الأرقام في الصف الأول يساوي 


(-1)+0+1=0 


TT 


E‏ فن حل المسألة الرياضية 


يوجد أيضا ثلاثة صفوف» وثلاثة أعمدة» وقطرين» وسنطلق عليها للتسهيل اسم "المجاميع 
المستقيمة '". 


mé 


نريد أن نثبت أنه بغض النظر عن كيفية توزيعنا للأرقام 1- » 0 » 1 على الخلايا التسع 
سيكون هناك على الأقل اثنين من المجاميع المستقيمة المتساوية. طريقة "ال هجوم الغاشم" لحل هذه 
المسألة هو أن نقوم ببساطة بإيجاد جميع التشكيلات الممكنة لتعبئة هذه الخلايا التسع» ثم بعد ذلك نبين 
أنه لكل تشكيل ممكن يوجد على الأقل اثنين من المجاميع المستقيمة المتساوية. المشكلة في هذا المسار 
هو أن sus‏ التشكيلات الممكنة كبر یت بو جد ASI 3° = 19683 Lu)‏ وعدا ade‏ کر 
جدًا. يبدو أن هذه الطريقة لن تساعدنا EIG‏ لذا دعنا نبحث عن طريقة ذكية أخرى لحل المسألة. 


مفتاح حل هذه المسألة والمسائل الأخرى التي تشبهها هي استراتيجية رياضية مهمة تعرف 
mul‏ مبدأ برج (Pigeonhole Principle) el!‏ ويعرف Lal‏ باسم مبدأ صندوق درشليه 
(Dirichlet Box Principle)‏ . إن هذا المہداً بسيط وخادع في الوقت نفسه» وف أبسط صوره ينص 
هذا المبدأ على أنه عند قيامك بوضع ثلاث حمامات في برجين lol‏ فإن أحد الأبراج سيحتوي على 
حمامتين على الأقل. 

Les‏ نعمم مبدأ برج الحمام بحيث نستطيع استخدامه في حل العديد من المسائل الرياضية 
«¿sal‏ 

نظرية 1.21 (مبدأ برج الحمام). إذا وضعنا )1+ (mk‏ من الحام في (n)‏ من الأبراج» فإن أحد 
الأبراج على BY‏ سيحتوي als (k+1) de‏ على الأقل. 

من السهل OLY‏ هذه النظرية إذا استخدمنا طريقة البرهان بالتناقض. افرض أن النظرية 
iibl‏ وبالتالي إذا قمنا بوضع (nk+1)‏ من elh‏ في (n)‏ من الأبراج» فإنه لا يوجد أي برج 
سيحتوي على (8+1) أو أكثر من الحمام. وهذا يعني أن كل برج من الأبراج التي عددها (n)‏ سوف 
بحوي على الأكثر على dale (ki)‏ ومن ثم فإن العدد الكلى للحمام سوف يكون على الأكثر (nk)‏ » وهذا 
تناقض لأن العدد الكلي للحام يساوي (1+ (nk‏ 


المجاميع المتساوية \¥o‏ 


دعنا نستخدم مبدأ يرج الحمام لحل مسألتنا. الصعوبة المتوقع أن نقابلها عند تطبيق هذا المبداً 
هي ليد أي els YI‏ يمثل AP ll"‏ يمثل "الأبراجح". ites oN‏ الواضح أن "N; Nel Al"‏ 
هی مجرد استعارات مجازية ع نوع من الممردات أو البنى الرياضية. 

حسناء ما هي البنى الرياضية الملائمة لمسألتنا؟ كما ناقشنا سابقة لدينا (7) مجاميع عددية 
عملة: )1,0,1,2,3-,2-,3=(« ولدينا أيضا )8( مجاميع مستقيمة )3 صفوف» 3 أعمدة» قطرين). 
بها أن كل مجموع من المجاميع المستقيمة الثانية سيكون مساوياً لأحد المجاميع العددية السبعة» دعن 

= = المجاميع المستقمة الثّانية Bes! ad gto)‏ أقطار) 

(-3,-2,-1,0,1,2,3) اج = المجاميع العددية السبعة‎ pil 


el)‏ وبالنسبة لمسألتنا لدينا )8( حمامات» نريد أن نضعها في )7( أبراج. بالاعتماد على النظرية 
1 فهذا يعني أن 8 = 1 + م٠7‏ = en‏ وبالتالي فإن 1 -ح ‏ . النظرية 1.21 تخيرنا أن أحد 
الأبراج على الأقل يحتوي على الأقل على (k+1=2)‏ حمامة. أي أن أحد المجاميع العددية على الأقل 
}1,0,1,2,3-,2-,3-{ سيو جد على الأقل في اثنين من المجاميع المستقيمة (صفوف» أعمدة» أقطار). إذا 
وباستخدام مبداً برج 4 col‏ قمنا بإثبات أن من بين المجاميع il‏ المحتملة ió ral‏ والأعمدة: 
والأقطارء يوجد على الأقل مجموعين متساويين. وهذا صحيح بغض النظر عن كيفية توزيع الأرقام 
1- 06 » 1 على الخلايا. 

عندما تطلب منك المسألة أن تثبت أن بعض الأعداد على الأقل توجد في شىء ماء وذلك في 
بعض الأنواع من التشكيلات الرياضية المتقطعةء يجب أن يكون هذا بمثابة "الراية الحمراء" التي تشير 
لك ob‏ عليك استخدام مبدأ برج ceh H‏ لذا لا تنسى النظرية 1.21. 


AS 


قابلية القسمة على 5 


ER FA OR 
N =1+ 2۳ +3” 449457 

بقبل القسمة على 5. 

يقبل العدد القسمة على 5 إذا كانت منزلته الأخيرة 0 أو 5. إذأ إحدى الطرق لحل هذه 
المسألة هى حساب العدد N‏ ومن ثم النظر إلى منزلته الأخيرة» هذه الطريقة ستعمل نظريًا لكنها غير 
LY ¿Los‏ نحتاج أن بحسب عدد يصل إلى القوة التاسعة ¿El a‏ وهذا علد كبر سيتكون [m‏ 
سبعين منزلة تقريبًا. لذلك نحتاج إلى طريقة أفضل لحل هذه ALM‏ 

بالاعتاد على مبدأ (Symmetry) Pl‏ والذي يعتبر Led‏ جيدا في الرياضيات» دعنا نكتب 
الرقم 1 على الشكل "1 6 عندئذ سيصبح كل حد من حدود N‏ مرفوعاً للآس (للقوة) 9 . 

N =. 1” ا‎ + e b 4 ga + 5 

من الجيد دات في حل المسألة الرياضية أن نحاول تمثيل الأشياء باستخدام أكبر قدر ممكن من 
¿JU‏ 

الآن الأس 99 يعتبر كبيراً dia‏ ومن ّم من غير المرجح أن يساعدنا في استقصاء الحل. لذا 
me Lies‏ العدد N‏ كدالة NL‏ علد صحيح موجب a M‏ التعبير عن ذلك my E |S‏ 


Nim) =1" +2" +3" +4" + 5" 


\YA‏ فن حل المسألة الرياضية 
أحد الأسرار الصغيرة لحل المسائل الرياضية هو أنه عادةً ما يكون من الأفضل أن نأخذ بعين 
الاعتبار مسألة أكثر شمولية من المسألة التي نحاول حلهاء هنا عممنا DL‏ من خلال الأخذ بعين 
الاعتبار الدالة e Nm)‏ والآن يمكننا النظر إلى الحالات الصغيرة والحالات الخاصة لنرى إمكانية 
وجود bial‏ يمكن لنا استغلالها. 
DLL eb bes NGI‏ عا TES‏ 
N()=1+2+3+4+5=15‏ 
OV‏ يمكننا أن نرى بوضوح أن ()27 تقبل القسمة على 5؛ حيث أنه بعد إعادة ترتيب 
حدود NL)‏ يمكن كتابتها على الشكل : 
Nû1) = (14+ 4)+(24+3)4+5‏ 
والذي يظهر لنا بوضوح أن KEN)‏ القسمة على 5 لأن كلا من 0144 56243 يقبل 
القسمة على 5 . إعادة الترتيب السابقة تقترح لنا فكرة جريئة. إذا كتبنا N(m)‏ على الشكل : 
N(m)=(1" +4" )+(2”" +3")+(5")‏ 
عندها من الممكن أن 4 +1 تقسم )"4+ 17( 2+3 تقسم )"3+ "2( 6 وبالطبع OP‏ 5 تقسم 
"5 . هذا تفكير جيد» وربا يساعدنا على حل المسألة. وبشكل أكثر عمومية» هل من الصحيح أن 
ath‏ تقسم a” +b"‏ عندما تكون media‏ أعداداً صحيحة موجبة؟ دعنا نتفحص هذه الفكرة 


ونرى إذا ما كانت صحيحه أم لا. 
مرة أخرى دعنا ننظر إلى الحالات الصغيرة والحالات الخاصة: 
هل 2+3 تقسم '3 + '2؟ الجواب: نعم. 
هل 2+3 تقسم 3+ 2؟ الجواب: لا. 
هل 2+3 تقسم "3 + "2؟ الحواب: نعم. 


تستطيع الاستمرار E‏ هذا celai yi‏ وسوف TI‏ أن 2+3 تقسم "3+ "2 عندما 
تكون m‏ عدد فردي. هذه الملاحظة تعطينا التخمين التالى: 


قابلية القسمة على 9 ۹ 


تحمين: لتكن mibra‏ أعذاذا iso‏ موجية. lol‏ كانت m‏ عددا فر ob ¿lo‏ 0+7 تقسم 
a” +b"‏ 

الآن التحدي الذي يواجهنا هو إثبات صحة هذا التخمين. في الحقيقة فإنه يوجد العديد من 
الطرق للقيام بذلك» فعلى سبيل المثال يمكننا الاستعانة بصديقنا القديم: الاستقراء الرياضي» كا 
يمكننا البحث عن نظرية موجودة قد تستطيع مساعدتناء مثلاً يمكننا استخدام نظرية مفيدة تسمى 
نظرية العو امل ) (Factor Theorem‏ : 


نظرية: 1.22 (نظرية العوامل). 

إذا كانت k‏ صفرا لكثيرة الحدود f(x)‏ فإن 2h‏ هو أحد عوامل f(z)‏ 

لاستخدام هذه النظرية دعنا نفرض أن: 

f(a) = a" + a" 

لاحظ أن f(x)‏ كثيرة حدود. وبالتالي فإن نظرية العوامل تخبرنا أنه إذا كانت -a‏ صفراً للدالة 
Way fla)‏ يعني أن f(-a)=0‏ « فإن r-(-a)=r+a‏ هو أحد عوامل f(z)‏ لاحظ أن 
"(ه) + (a) = a"‏ . وإذا كانت n‏ عددا فردیاء فإن 

f(-a) = a" + (-a)" =a" - a" = 0 

وهذا يعني أن ۾ +« تقسم "0+ الآن ومن خلال أخذ ned‏ » فإننا سنحصل مباشرة 
على النتيجة التي نحتاجها لحل مسألتنا وهي: إذا كانت n‏ عدداً فرديًا a+b OP‏ يقسم sl)‏ أحد 
عوامل) -a' +b"‏ 

ماذا يحصل لو كانت n‏ عدداً زوجيًا؟ إذا كانت lode n‏ زوجيّء فإن a+b‏ تقسم "5+ a"‏ 


في بعض الأحيان Med‏ عندما 2 - 0 -» » n=2‏ فإن 2+2 بالتأكيد تقسم 2+ ”2 . 


HE چچ‎ 


eo 


\Y.‏ فن حل المسألة الرياضية 
فى Ll‏ 


N (99) 5 1” 53 99 4 399 33 A” + 5 
— Es TE 4%) + t + 3%) + (5) 


ol U> a laute 99 وبا أن‎ 
تقسم )”4+ ل‎ 1+4 
(2% + a) تقسم‎ 7 + 3 


ob JUL > a ioe e) ا‎ pam y تقسم كلا‎ 5 ol Pr lla y 


العدد N‏ وهذا يحل مسألتنا الأصلية. 


yyy 20) رساد‎ 


معادلة ديوكنتية 


حل المعادلة: 


| | 3 1 
—+—+ = 
mn men 4 


‚nam ¿> للأعداد الصحيحة الو‎ Kal 





المعادلة التى نبحث عن حلها في مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة تسمى معادلة ديوفنتية 
i (Diophantine Equation)‏ وبشكل عام ob‏ من | e aa)‏ حل هذا النوع من المعادلاات. Les‏ 


. I 1 3 
fim,n)= =+=—+ 
tft Tt لزلا‎ Tt 





مسألتنا OVI‏ هي إيجاد عددين صحيحين موجبين 77» و 7 (إن وجد) بحيث - = f(m, n)‏ . 
الشيء الأول الذى يجب Le‏ مالاحظته هو أن cla Als f(m,n)‏ وبمعنى آخر: 


f(m,n) = f(n,m) 
هو أيضًا حل ها.‎ (n, m) للمعادلةء فإن‎ (man) لذلك إذا كان‎ 


ls les‏ من خلال النظر إلى أحد الحالات الخاصة: 


E‏ ش 
اذا كانت man‏ فان المعادلة = = m.n)‏ : : 
E aE Jí ) 4 f 1‏ 


2 3 1 
—+ = = — 
nn A 


١١١ 


A‏ فن حل المسألة الرياضية 


وبعد القليل من العمليات الجيرية سنحصل عل المعادلة : 
n’-8n-12=0‏ 
ويمكننا إيجاد ‏ من خلال استخدام الصيغة التربيعية: 
نظرية 1.23 الصيغة التربيعية. 
إذا كانت üb a #0 Eu iiis liel © »5 ca‏ حذور المعادلة 0 = + نوز + ax’‏ هي : 
_b + Vb? - Aac‏ _ 
2a‏ 


والآن باستخدام الصيغة التربيعية لحل المعادلة n?-8n-12=0‏ نجد أنه إذا كانت cman‏ 


n = 4+27 

N لكننا لا نستطيع الأخذ به‎ cn? - 8۸-12 =0 الرغم من أن هذا حل للمعادلة‎ de; 
spade بحث عن‎ LED SIS ليست آعدادا صحيحة موجبة کا هو مظلوب.‎ 4-207 64 + 2/7 
لا يمكن أن يكونا‎ n om إذاً يمكننا أن نستنتج أن‎ . (mn) = > Suse NAM صحيحين موجبين‎ 
(هذا إن وجد حل). ليست جميع‎ mn أو‎ m>n لذلك يبقى أمامنا خياران: إما أن‎ coy slice 
المعادلات الديوفنتية ها حل في مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة» وعندما نحاول أن نحل معادلة‎ 
ديوفنتية ترز العديد من الأسئلة: هل يوجد حل؟ وإذا وجد حل هل هو وحيد؟ وإذا كانت هناك‎ 

لول abr‏ 
ماذا يمكننا أيضًا أن تكتشف عند النظر للمعادلة == Jmn)‏ لا تتخوف من القيام ببعض 
المشاهدات A|‏ فأحانا تكن هذه المشاهدات aa!‏ شی الممتاح Je‏ المسألة. عندما ننظر إلى المعادلة: 


I 1 3 1 
+=+ 


m n mn 4 





معادلة ديوفنتية ۳ 


فإن الثىء الذي قد لا يكون واضحا بشكل كبير هو أن nom‏ يجب أن يكون كل منهما أكبر 





1 1 3 l 
—+—+ =— 
m n mn 4 


سوف يكون أكبر من » في حين أن الطرف الأيمن هو y‏ وهذا يؤدي إلى تناقض. لذا يجب 
أن يكون m>4‏ و 4< ۸. 

بها أن 4 < ” و 4 < ۸ فمن الممكن إضافة Lale‏ صحيحه موجبة مثل b gea‏ للعدد 4 
لنحصل على ‚Rn ym‏ وبمعنى آخر يوجد عددان صحيحان موجان m=a+4 Lu bia‏ 
4+ = « . الأعداد الصحيحة والموجبة bea‏ يسميان متغيرات راكدة ola y . (Slack Variables)‏ 
أداة أخرى يمكن لك أن تضيفها إلى حقيبتك الخاصة بحل المسائل الرياضية. حيث أنه لتحويل متباينة 
مثل m>4‏ إلى oles‏ يمكننا أن نضيف متغيراً راكداً مثل © لنحصل Je‏ المعادلة: .m=a+4‏ 


والآن ونا أن 4 + ه = ص 4 +0 = ” فإن المعادلة =- f(m,n)‏ تصبح على الشكل : 


1 1 3 1 


+ T e 
(a+4) (b+4) (a+4)(b+4) 4 








إذا قمنا بضرب طرف المعادلة ب )4 + 4()5 + Aa‏ وبسطناء فإننا سنحصل على النتيجة المذهلة 
التالية: 
ab = 8‏ 
!3( استطعنا أن نحل المعادلة: ab=28‏ بالنسبة إلى الأعداد الصحيحة الموجبة 6b 6a‏ عندئذ 
يمكننا بسهولة ne mols]‏ وذلك .n=b+4 «m=a+4 oY‏ 
العدد 28 يمكن كتابته كحاصل ضرب عددين صحيحين موجبين بعدة طرق وهي: 
1x28, 28x1, 2x14, 14x2, 4x7, 7x4‏ 


وهذا يعطينا ستة حلول (a,b)‏ وهى: 


(1,28), (28,1), (214), (14,2), (4,7), (7,4) 


Yé‏ فن حل المسألة الرياضية 
لكن. وبا أن WUE n=b+4 « m=a+4‏ سنحصل على ستة حلول لمعادلتنا الأصلية 
fm,n) ==‏ . وتلك الحلول a‏ 
(m,n): (5,32), (32,5), (6,18), (18,6), (8,11), (11,8)‏ 


n = E | . „Ê o |‏ 1 5 . 
يمكننا أن نتأكد أن هذه الحلول تحقق المعادلة < = c ffn)‏ على سبيل المثال لنأخذ الزوج 


: (m,n) = (5,32) | 





f639=1+1+ : 
5 32 )5(-)32( 
1 l 3 
=- 4 — + — 
32 160 
l 


5 
4 


لفسال (لرايعة ady‏ 


dalls معادلة‎ 


جد الدالة f(x)‏ التي تحقق المعادلة: 
xf (x)+2xf (=x)=-1‏ 

يسمى هذا النوع من المعادلات بالمعادلات الدالية (Functional Equations)‏ » حيث المعطى 
هو معادلة تحتوي مجه ولا Luro‏ هو c f(e)‏ والمطلوب هو إيجاد الدالة fa)‏ التى تحقق المعادلة. بالتأكيد 
سنفرض أن الدالة f(z)‏ موجودةء ومن المحتمل وجود أكثر من دالة Gat f(x)‏ المعادلة المعطاة. 

غالباً ما نجد صعوبة في حل المعادلات الدالية» وعلى الرغم من إجراء العديد من الأبحاث في 
هذا المجال, إلا أنه لا يوجد نظرية موحدة لحل هذا النوع من المعادلات لغاية OV‏ ولسوء BH‏ لا 
يوجد هناك طريقة Alle‏ معروفة لحل المعادلات الدالية. إلا في OVE‏ قليلة عندما تكون المعادلة 
الدالية تحتوي صيغة خاصة ومدروسة جيداً. لذلك op‏ طريقة We‏ هذه المعادلات سوف تعتمد على 
de zes‏ من الخدع الخاصة (Ad Hoc)‏ والتخمينات المحظوظة. بعض الطرق المستخدمة لحل المعادلات 
الدالية تشمل التعويض (Substitution)‏ » والحذف e (Elimination)‏ والمعاملات غير المعينة 
«(Undetermined Coefficients)‏ والارتداد أو الإنعكاس (Recursion)‏ . ومن الممكن أيضا حل 
بعض المعادلات الدالية من خلال النظر إلى بعض القيم الخاصة. 

وفيا cb‏ بعض الاستراتيجيات المستخدمة في حل المعادلات الدالية: 


. /)-1( fA) e FO) إلى بعض القيم الخاصة مثل:‎ i-i 


JK معن‎ col fikr) »و‎ flatk) بعين الاعتبار‎ de — Y 


١ "0 


VA‏ فن حل المسألة الرياضية 
—Y‏ استبدل 2 ب - وانظر ماذا حدث. 
٤‏ - استبدل = بدالة معطاة بدلالة x‏ مثل p-‏ 
z‏ 
0 - أنظر a‏ إذا كانت fa)‏ دالة ضربية (Multiplicative)‏ وهذا يعني أنها تحقق الخاصية 
التالية: إذا كان nem‏ عددان صحيحان وموجبان وأوليان بالنسبة لبعضهها البعض (Coprime)‏ فإن: 
f (m-n)=f (m)-f (n)‏ 
هذه القائمة من الطرق والأساليب ليست شاملة بأي حال من الأحوال» ولكنها فقط تعطينا 
أفكاراً عن كيفية استكشاف Doles‏ دالية معطاة. إذا كنا حظوظين فإن التحويلات الخاصة سوف 
تختصر المعادلة الدالية إلى نظام من المعادلات الجبرية الخطية» وفي هذه الحالة يمكننا استخدام الأساليب 
الجبرية المعيارية لإيجاد f(x)‏ 
كالعادة دعنا في البداية ننظر إلى بعض الحالات الخاصة: إذا كانت 1  -‏ نحصل ¡de‏ 
f(1) +2f(-1) =-1‏ 
حسناء أنا لست متأكداً ماذا LE‏ هذاء لذا bes‏ نجرب حالة خاصة أخرى. عندما 0= + 
نحصل على : 
En‏ 
أو ببساطة: 1- = 60 وهذا بالطبع مستحيلء لكنه في الحقيقة يخبرنا بشىء مفيد وهو أن Y z‏ 
يمكن أن تساوي OY) ao‏ هذا يؤدي إلى تناقض). وبا أن 0 < ٭ فإنه من المحتمل أن fc)‏ يحتوي 
على حالة "القسمة على io‏ بمعنى آخر f(x) ob‏ قد يحتوي على في alis‏ كأن نقول أن 


ماذا يمكننا أن نفعل غير ذلك؟ دعنا نجرب استبدال ± ب #- ونرى ماذا سيحدث. إذا 
ات -TaT‏ فإن امعادلة: 


f(x) + 22f(-z) = —1 


-xf (x )—2xf (a) =-1 


معادلة دالية ry‏ 


بمجهولين. المجه و OY‏ هما (:2)/ و (:2-)/ . وسيصبح هذا واضحا إذا استبدلنا Mx)‏ ب u‏ واستبدلنا 
fer)‏ ب v‏ حيث سنحصل على نظام المعادللات الخطية go‏ 


le +2rv = - [ 


—2ru — ru = - 1 


باستخدام المصفوفات يمكننا إعادة كتابة النظام على الشكل الآ : 


لع اسه 


عند هذه النقطة يمكننا القول إن المسألة قد حلت بشكل أسامبى» حيث أن كل ما نحتاجه هو 
v cu ois}‏ بحيث v = fade u = f(x)‏ . هناك العديد من الطرق للقيام UL‏ تستصيع أن تجد u‏ 
بدلالة ‏ من المعادلة الأولى» ثم تعويض ذلك في المعادلة الثانية» ثم نحل بالنسبة إلى « . 


E 22 we dl | 8 . af oe as 
u aj És Zn المعكوس الضربي‎ alg] طريقة اخرى يمكن ان نستخدمها وشى‎ 


الذي هو: 
2 1 
SL ƏT‏ 
1 2 


ومن ثم ضرب المعادلة السابقة بالمعكوس الضربي لنحصل على: 
hi _ Va po " 8 Y‏ 
A, Y, | = T‏ 


وهذا فقط جير خطى e colal‏ الجزء الصعب كان تحويل المعادلة الدالية إلى نظام من معادلات 


Vv 


خطية؛ وقد فعلنا ذلك بتحويل محظوظ باستبدال: :ه ب :ه- . من الواضح الآن أن لحرت هو 
T‏ 
الحل لمسألتنا. نستطيع أيضاً أن نرى لاذا :ه لا يمكن أن تكون صفرأء وذلك OY‏ القسمة على صفر 


اساد ta)‏ وروی 


iuul معادلة‎ 


جد حل المعادلة: 


x —Br+l5 ) 
5 


x = 3h x-2 


= -82+15 
—? 


أحيانا تكون المسألة أسهل مما تبدو. هنا أخذنا 2-3 df ES‏ تددو هذه 
المسألة بأنبا صعبة» لذا bes‏ الرجوع للأساسيات. | 

Ole bea u a’ =1 EN المساآلة‎ Get بالسيغة المعقدة للمسالة‎ LEV عن‎ Lo ge 
كمية‎ 0° ONY) أن تساوي 1. دعنا نجري بعض المحاولات. لاحظ‎ a? حقيقيان. كيف يمكن ل‎ 
أو‎ » =1 opea =1 لاحظ أيضًا أنه إذا كانت‎ . ٠ = ( = 0 أن تكون‎ ¿Sos لا‎ JUL y غير معرّفة.‎ 
. 3" =1 Mel حيث أن أي عدد غير صفري مرفوع للقوة صفر يساوي‎ » 0 = 0 

بها أن a=1‏ أو 0 - 0 دعنا نبدأ من خلال الفرض: 
a=[r-3|=1‏ 

وهذا يعني أن 0-3=1 أو c-3=-1‏ . وهذا يؤدي إلى أن 4  -‏ أو 2= مر . الآن علينا 
التفكير قليلاً مبذه القيم المحتملة ل . لسوء BLI‏ علينا أن نتجاهل 2  -‏ لأنه لو عوضنا 2= » في 
المعادلة الأصلية سنجد أن (2-)/(15+ 87 ?2( ستؤدي إلى القسمة على صفرء وكا نعرف فإن 
القسمة على صفر غير معرّفة رياضيًا. إذأ 4  -‏ هو أحد الحلول. ونستطيع ببساطة التأكد من ذلك 
من خلال تعويض 4 = : في المعادلة الأصلية حيث سنحصل ¿de‏ 


۳۹ 


١ 


1 


فن حل المسألة الرياضية 
1?=1 


16—342+15 
2]— 142 )4-3( 
oY!‏ دعنا نأخذ إمكانية أن 0 = cb‏ وهذا يعطينا: 


F : 
Ma CN 


h 
7-2 


وهذا يعنى أن 0 = 15+ 2-8 وبتحليل F‏ الحدود هذه ham‏ على 
للمعادلة الأصلية» ولكن علينا التأكد من ذلك. إذا عوضنا 2=3 المعادلة: 


(z -3()# 5) -‏ وهذه المعادلة ها جذران هما: 3 = ٠»‏ 5 - نه » وكلاهما مرشح OY‏ يكون Ye‏ 


| 2?-8r+15 | 
I 





2-3] 2 f=] 
br الست ححا‎ T=3 سنحصل على '0 وهي التى تُعدٌ كمية غير معرّفة» ومن نّم فإن‎ 
OY حل صحيح‎ Ll للمعادلة. ولكن عندما نعوض 5 - : سنلاحظ‎ 


253-40+15 
وهذا يعنى أن حلول المعادلة: 


8 E r iJ 
5-3 5-2 ==] 





اه 


er 
= 


| 


= 15 
lx — 3] 2-2 =] 
ee 


ay ady woud) امسا‎ 


القيمة المطلقة 


لتك zey cx‏ أعدادا حقيقة تحقق نظام المعادلات غير الخطية 
(System of Nonlinear Equations)‏ التالى: 


r” + 6y =-14 
Y +122 = -63 
z — dx = 8 


[e+ y+ erde 

نريد أن نجد القيمة المطلقة (Absolute Value)‏ للمقدار y +z‏ +5 . يمكننا أن نحاول حل 
كل واحدة من هذه المعادلات بالنسبة إلى » »2٠» y‏ ولكن سنبقى بحاجة لمعرفة ez oy oe”‏ 
وبالتالي فإن هذا الطريق لن يقدم لنا المساعدة المطلوبة. 

دعنا ننظر إلى تعريف دالة القيمة المطلقة. أحد التعاريف ينص على أن: 


| r if 2 < 0 
z| = 4 ١ 
—r if جم‎ > 0 


ويوجد تعريف آخر مكافى للتعريف السابق ينص على أن: |e] = V2?‏ . دعنا نرى ماذا Sue‏ 
لو استخدمنا التعريف الأخير. سوف نحصل على أن: 


“زع + بن + ال = |2 y+‏ + ها 


١‏ فن حل المسألة الرياضية 


3 


(2+y+2) =a +y” +2 +21y+2y2 + 222‏ 
وهذه الصيغة الأخيرة تحتوي على: ISLE RY CR‏ هو الوضع في مسألتنا. والآن إذا Lar‏ 
المعادلات الثلاث في المسألة فإننا نحصل على : 
ty +2 +64 + 122 - de = 49‏ 
sale le!‏ جيدة أن نقوم دات بتجميع الحدود المتشابية» وبالقيام بذلك سنحصل على : 
(x? —4x)+(y* +6y)+(2 +12z) - 9‏ 
الآن ما الذي يمكننا عمله؟ أحد الأفكار التي قد تتبادر إلى أذهاننا هي أن نقوم بتحليل كثيرات 
الحدود هذه» لکن كيف؟ لو كان لدينا 4 + نمك a’‏ بدلا من Ar‏ لاستطعنا تحليلها ¡VIS‏ 
)42+4=(2-2- م 
حسناء من أجل القيام بذلك» دعنا نضيف ونطرح العدد 4 من cx? — 4a‏ وبشكل مشابه 
نستطيع أن نضيف ونطرح أعدادا معينة من )69+ ?1( a‏ )122+ ?2( لنحصل على مربعات كاملة: 
4r + 4) zia (y + 6y +9] 04 9 +122 + 36) - 36 = 49‏ — 27( 
بإعادة ترتيب هذه المعادلة نحصل على : 
6y +9) +(2 +122 +36) = 0‏ + شن) + (4 + -4r‏ ?1( 
الآن نستطيع تحليل كثيرات الحدود لنحصل على : 
+(y+3) +(2+6) =0‏ )2-2( 
ما زلنا لا نعرف قيم 2,1,2 » وقد يبدو أننا وقعنا في الوحل. ولكن تذكر أن المربع لا يمكن 
أن يكون ‚UL.‏ أي أن 


(z+6 <0 ¢ (y+3) 20% (2-2 < 0 


القيمة المطلقة Fiy‏ 

والطريقة الوحيدة لجعل مجموع هذه المربعات الثلاثة يساوي صفراً هو أن يكون كل منها 
صفر. وهذا يعني: 
(y +3) = 0. (2-2) - 6‏ .0- )6+( 
OV‏ أصبح الحل بديبيّاء يجب أن تكون: 
« دس 2=-64y=-3‏ 
وأخيرا نلاحظ أن: 
+y+2|=|2-3-6| =|-7| - 7‏ م 


salud) DU)‏ و(العشرون 


حل المعادلة: 
eye E 4 55 0‏ 0 
حيث lous x‏ حقيقيًا. 
عندما تواجهنا معادلة تحتوي على متغيرات في الأسس» فإننا عادة ما نلجأ لاستخدام 
اللوغاريتمات. على سبيل JU‏ إذا كانت ¡0biy=9‏ 
log y = log(9”) = rlog9‏ 
ves‏ حل هذه المعادلة بالنسبة للمتغير T‏ نحصل ¡de‏ 


log 1 
= EY 


log 9‏ 
لاحظ أن أساس اللوغاريتم ليس له أي أهمية هناء حيث أننا سنحصل على نفس الجواب مهما 
كان أساس اللوغاريتم. المشكلة في هذه DLL‏ هي أننا لا نستطيع أخذ اللوغاريتم لطرفي المعادلة 
بشكل مباشر؛ فالجملة 
log (9° =o. 4) = log (0)‏ 
ليس لا معنى» OY‏ لوغاريتم الصفر غير معرّف. كا أنه لا يمكننا توزيع اللوغاريتم على 
الحدود 4- "3 - 9 لأن اللوغاريتم غير توزيعي على عملية الجمع» وبمعنى أخر فإن: 


VEN‏ فن حل المسألة الرياضية 
log(9' ) - log(3""") - log(4)‏ د )4- "3 — 9( log‏ 
إذاء كيف يمكن لنا أن نحرز تقدماً في حل هذه المسألة؟ 
لاحظ في البداية أن SLL‏ المعطاة نحتوي be‏ الرقمين 963 6 ولاحظ أيضًا أن وك 
وعادة لا يتم اختيار الأرقام الموجودة في المسائل الرياضية بشكل عشوائي؛ بل يتم اختيارها بشكل 
دقيق بحيث ترتبط مع بعضها بطريقة ما تمكننا من التقدم نحو حل المسألة. إذا تمكنت من اكتشاف 
كيف ترتبط الأعداد في المسألة مع بعضهاء فإن هذا قد يساعدك على حل المسألة» لا تخف أبدا من JA‏ 
في مسألتناء وبما أن ?3 = 9» يمكننا إعادة كتابة المعادلة الأصلية على الشكل : 
0 = 4 _ 2 _ 11 
أو على الشكل : 
0 =4-)3(3°- )3°( 
OVI‏ سنستخدم التعويض من خلال تقديم متغير جديد as‏ أن "3 = wb cag cu‏ 
فإن المعادلة الأصلية يمكن إعادة كتابتها بدلالة المتغير الجديد u‏ على الشكل: 
u” - 3u - 4 = Û‏ 
TEF‏ كثيرة حلود يمک“ : wanes s‏ على Esai‏ 
3u- 4 = (u +1)(u- 4) = ()‏ - دن 
أي أن Ar u+l=0‏ 0= 4 -» . وهذا يعنى أن .u=4 Ar u=-l‏ 
تذكر آننا عر فنا 7 = 296% u=-—1 al‏ »أو 4 - u‏ » فهذا يعطينا معادلتين: 
«-l=3‏ 4=3 


والآن يمكننا أخذ اللوغاريتم لإيجاد قيمة 2 : 


(i) log, (-1) = log, (3°) = z 


\EV الأسس‎ ole 


بها أن )1-( log,‏ عدد LE‏ (غير حقيقي)» فإن الحل الوحيد لمسألتنا هو: 
x = log, (4) = 1.26186‏ 
يمكنك أن تستخدم الآلة الحاسبة لتبين أن 
0,000010829 = 4 _ 3226186 _ 9126186 
ولكن الحل الدقيق هو: 
log, 4 = In4/In 3‏ 

لقد استخدما لوغاريتم للأساس 43 لأن 3=1 clog,‏ ولكن في الحقيقية يمكنك استخدام 
لوغاريتم CV‏ أساس تريده وستسير الأمور في LAY‏ الصحيح؛ وذلك لأن أحد قواعد اللوغاريتيات 
ينص على ما يل : 


A log, a 
5 < 1 whol ۽ لای‎ log, a = —| 
E log, 3 


"h 





aid) D) DUA) 


الزوايا المتطابقة 


في المستطيل ABCD‏ الموضح في الشكل أدناه» النقاط NM‏ هي نقاط المتتصف للأضلاع 
CD « BC‏ على التوالي. النقطة P‏ هي ikä‏ تقاطع القطعتين المستقيمين: DM ¿BN‏ . أثبت أن 


الزاويتان BPM » MAN‏ متطابقتين (متساويتين). 


C 





al 

المسائل الهندسية عادة ما تكون dee‏ ومثيرة للتحدي» وقد يكون من الصعب حلها. طريقة 

المجوم الغاشم لحل مسألة هندسية هي البدء بوضع علامات لكل ضلع ولكل زاوية تعرفهاء وبعد 

ذلك تبدأ بحساب كل شىء لا تعرفه. باستخدام نظرية فيثاغورث» وقانون الجيوب. أو قانون جيوب 

ola‏ (أنظر إلى الملحق (CB‏ وبعد إجراء جميع الحسابات الممكنة نأمل عند نقطة معينة إن الكمية التي 
تبحث Leis‏ ستظهر. تسمى هذه التقنية المملة والطويلة أحيانًا مطاردة الزاوية (Angle Chasing)‏ 


١ 68 


TE‏ فن حل المسألة الرياضية 


إذا ols‏ هناك سر ما لحل المسائل cl‏ فهو الأسلوب الذي يقوم على إضافة الإنشاء 
المساعد (An Auxiliary Construction)‏ الصحيح pi‏ سم ا هندمي . هذا الإنشاء المساعد قد يكون نقطة 
إضافية» أو قطعة مستقيمة» أو مستقيم» أو شعاعء أو دائرة» تضيفها إلى الرسم المعطى لتساعدك de‏ 
كشف الجوانب المخفية الضرورية لحل المسألة. 

في هذه المسألة سنضيف القطعة المستقيمة QD‏ إلى الرسم» وهي ظاهرة في الرسم على شكل 
خط متقطع (Dotted Line)‏ . تم إنشاء القطعة المستقيمة QD‏ بحيث تكون موازية للقطعة المستقيمة 
BN‏ » وبالتالي QD ob‏ يوازي BN‏ . والآن» لاحظ أن MD‏ هو خط مستعرض (Transversal)‏ 
يقطع الخطين المتوازيين e QD BN‏ وبالتالي فإن الزوايا المتناظرة (Corresponding)‏ متطابقة» أي أن 
قياس الزاوية BPM‏ يساوي قياس الزاوية 7214© . ومن خلال استخدام التماثل (Symmetry)‏ 


لاحظ أن الزاوية MAN‏ تطابق الزاوية QDM‏ والتي بدورها تطابق الزاوية BPM‏ ومن ثم فإن 
الزاوية MAN‏ تطابق الزاوية BPD‏ . ويمكننا التعبير عن ذلك بالرموز على الشكل : 


ZMAN = ZBPM 





rd) DU)‏ و(العشروق 


تنصبك الزاوبة 


النقطة م هي مركز المربع EA‏ على الوتر AC‏ في المثلث القائم الزاوية ABC‏ . أثبت أن 
القطعة المستقيمة BP‏ تنصف (Bisects)‏ الزاوية ABC‏ . 





معظم المسائل الهندسية يتم كتابتها بعناية بحيث تكون بعض المعلومات المهمة مخفية عن الأنظار 
ويصعب الوصول إليها. لحل المسائل من هذا النوع يجب عليك أن تجد هذه المعلومات المخفية من خلال 
القيام ببعض الإنشاءات المساعدة (الإضافية). إحدى الطرق الجيدة للقيام بذلك تكمن في محاولة J padl‏ 
على lo, PLE,‏ عندما تقوم بإنشاء معين. كنت أتمنى لو كانت هناك طريقة معينة للقيام بذلك» ولكن في الحقيقية 
فإن الأمر يحتاج إلى الكثير من الممارسة al‏ الإنشاء المناسب الذي عليك أن تقوم به. ا حركة العبقرية التى 
يمكننا القيام بها في هذه المسألة هي إنشاء دائرة حول مركز (منتصف) القطعة المستقيمة ¿AC‏ 

وربا تتذكر من معرفتك المسبقة بال هندسة أن الزاوية المحيطية المرسومة في نصف الدائرة تكون 
قائمة. ويمكننا أن ننشأ نصف دائرة حول المنصف» مركزها النقطة 0 التي تقع على القطعة المستقيمة 


١6١ 


vo Y‏ فن حل المسألة الرياضية 


AC‏ » ستحتوى نصف الدائرة هذه على LES!‏ 4 » ©. ومن المعروف أيضاً أنه GY‏ مربع إذا 
قمنا بتوصيل زوايا المربع مع المركز A)‏ مع CoP‏ مع (P‏ فسنحصل على زاوية قائمة عند النقطة 
P‏ ومن od‏ فإن الزاوية APC‏ أيضاً تساوي *90. 

حسناء أنظر إلى الشكل في الأسفل» حيث قمنا برسم دائرة كإنشاء مساعد. بم أن الزاوية 
ABC‏ تساوي 90° (معطى)» والزاوية APC‏ تساوي 90° Lay!‏ يمكننا رسم دائرة حول النقطة O‏ 
تمر bal‏ ۰8 ۲ . وبا أن القوس AP‏ متطابق مع القوس PO‏ فإن الزاويتان المواجهتان لهذين 
القوسين متساويين. أي أن الزاويتين Boa‏ متساويتان» وبا أن 8 = ي » فإن القطعة المستقيمة BP‏ 





يوجد نظريتان هندسيتان ترتبطان مهذه المسألة هما: 

نظرية 1.29 (نظرية ثاليز) (Thales’ Theorem)‏ . الزاوية المحيطية المرسومة في نصف الدائرة 
والمنشأة على قطرها تكون قائمة. 

مثال: الزاويتان APC «ABC‏ هما زوايا منشأة على قطر الدائرة AC‏ » ومن od‏ فها زوايا قائمة. 

نظرية 2.29 الزوايا التي تواجه أقواساً متطابقة من الدائرة تكون متطابقة. 


مثال: بها أن القوس AP‏ متطابق مع القوس CPC‏ فإن الزاويتان PLA‏ متطابقتان. 


of 2) DLs) 


الترتيب باستخدام المتو bau‏ 


جد الحد النوني (Nth Term)‏ للمتتالية غير المنتهية: 
?... ,7 ,4- ,7 ,4 

المتتالية المعطاة تتكون من حدود متناوبة :(Alternating)‏ 4- » 7. من المحتمل أن نكون 
قادرين على تمثيل الحد النوني من خلال دالة معينة في om‏ لنفرض أنها fm)‏ ومهمتنا OV‏ هي إيجاد 
صيغة معينة للدالة fn)‏ من خلال النظر إلى المتتالية نلاحظ أن: 4 = FQ) =7 A‏ » 4- - (3)/ » 
7 -(4)/» وهكذا. يوجد نمط واضح هنا وهو: 

4-=( الفردي ) ر » 7=( الزوجي fC‏ 

يوجد بعض الطرائق والخدع الرياضية الأساسية للتعامل مع هذا النوع من المسائل» ولكني 
أود أن أوضح كيف يمكن لإستراتيجية gill‏ سط (Technique of Averaging)‏ أن تفرض ترتيباً إضافيًا 
(Acuitionat Order)‏ على المسألة» وفي بعض الأحيان تتصرف قيمة gall‏ سط (Average Value)‏ لمتغير ما أفضل 
من المتغير الأصلل. 

في هذه المسألة» قيمة المتوسط CY‏ حدين متتاليين في المتتالية يساوي: 


Bea IR 
2 2 


لاحظ أن: 


e aT 
2 


or 


iog‏ فن حل المسألة الرياضية 


3 11 = 3 on 
Ol |S Ee OY المتتصف بين 4> 7ء وذلك‎ E PIE التو سط 123 يمع‎ la! 


I] 


3 
7-555 هذه ملاحظات حميلة» ولكن كيف يمكننا الاستفادة منها؟ 


الفكرة المفتاحية في هذه المسألة هي أن نطرح < (المتوسط) من كل حد من حدود المتتالية: 
..,4,7-,4,7 
إذا قمنا بذلك سنحصل عل المتتالية المعدّلة (Modified Sequence)‏ التالية: 
De‏ ل o‏ 
هذه المتتالية الجديدة تتكون من حدود تتناوب بين 5.5_» 5.5 . ومن الواضح أن التعامل مع هذه 
المتتالية الجديدة أسهل من التعامل مع المتتالية الأصلية OY‏ كل حد من حدودها هو 5.5 +. وكل ما 
نحتاجه الآن هو أن نكتشف كيف نحصل على الإشارات المتناوبة للموجب والسالب. لاحظ ببساطة أن: 
1-= ")1-(¢ عندما تكون n‏ عدداً صحيحاً فر دیا 
1= '(!-)» عندما تكون Com 43 luso late n‏ 
وهذا يعني أن الحد النوني للمتتالية الجديدة ... ,5.5 ,5.5- ,5.5 , 5.5- هو: 
h(n)=(-1) (5.5)‏ 
ومن تّم» فقد اكتشفنا صيغة للحد النوني للمتتالية الجديدة المعدّلة» ولكن كيف نستطيع أن نجد 
صيغة ل (7)/ وهو الحد النوني للمتتالية الأصلية؟ دعنا نفكر OU‏ كيف قمنا بعمل المتتالية الجديدة؟ 


f 3‏ 
لقد قمنا بذلك من خلال طرح 2 من كل حد من حدود المتتالية» ومن ثم لكي نحصل على المتتالية الأصلية 


مرة جديدة» bale‏ أن نضيف - لكل حد من حدود المتتالية المعدلة: ... ,5.5 ,3.3— ,5.5 , 5.5-. وهذا 
يعني أن صيغة (7)/ التي نبحث les‏ يمكن التعبير عنها بالشكل: 
f(n)=(-1)"(5.5) +=‏ 
يمكننا OYI‏ بسهولة أن نتأكد من صحة هذه الصيغة» فمثلاً عندما nm=1‏ نحصل على 


n=2 lolis y « f (1) =(-1) (5.5) +1.5=-4‏ نحصل على 1.5=7+)5.5( )1-(=)2/ e‏ وهكذا. 


AA) وی‎ Y) Ju 


-= sefere متطابقة‎ 


“a Stell ( Trigonometric Identity) ll ي اأاتطابقة‎ 3 


م١‎ (a) 6 8 sind 
COS 2 UUS 1| | 8 ss CLS gu = TA 
on sin | | 


عندما أرى مسألة مثل coda‏ أشعر بالحاجة لشرب فنجان من القهوة لتهدئة أعصابي. إن هذه 
المسألة تعيدنا للكوابيس التي مرت معنا عند دراسة حساب المثلثات في المدرسة الثانوية. كيف يمكن 
L‏ أن نحل مسألة مثل هذه؟ طلبت منا المسألة أن نثبت شيئاً ماء وعلى الأرجح سنحتاج إلى دراسة 
بعض المتطابقات المثلثية الأساسية المناسبة مثل تلك التي تم الإشارة لما في الجزء المتعلق بالمثلثات في 
BG‏ بالإضافة إلى استخدام بعض المعالجات الرياضية الذكية مثل الحمع» والطرح» والتعويض 
العكسى» فهذه Sale‏ الطريقة التي تعمل بها هذه الأشياء. ولكن أي من المتطابقات المثلثية الأساسية 
علينا أن نستخدم؟ 

عند هذه اللحظة» من المحتمل أنك طورت قدراتك المتعلقة بكيفية استكشاف المسائل 
الرياضية. Leo‏ نبدأ بالنظر إلى الحالات الخاصة والحالات المتطرفة. من الإستراتيجيات العامة الجيدة 
أن تدع المسألة تقترح ا لحل الخاص Ns Le‏ أن تقف e‏ النظر إلى on‏ لاحظ ماذا bue‏ 


عندما 1 = تصبح المتطابقة المعطاة على الشكل التالي: 


١‏ فن حل المسألة الرياضية 





8 sin O 

COS a = F 

2sin| — | 
8 


سكن أن als ys‏ فشكل ul‏ عل الشكل : 


2 sin a COS 58 = sin O 
) 2 2 


وقبل أن نذهب أبعد من ذلك» دعنا نبسط هذه العبارة من خلال التعويض der‏ .رومن كم 

تصبح العبارة على الصورة: 
2sin (9) cos (y) = s1n (29) = sin(p + p)‏ 

حسناء هذه متطابقة مثلثية أساسية بسيطة من fall‏ أنك تعرفها مسبقا. )83 ولغاية الآن 
نحن نعرف أن المتطابقة صحيحة بالتأكيد عندما 1 = م. لا نستطيع ال هروب من الحاجة SIS‏ بعض 
النظريات المهمة» مثل تلك الموجودة في الملحق .)١(‏ كنت أتمنى أن أستطيع القول إنك لست بحاجة 
لراجعة أي شىء على الإطلاق» ولكن الأمر ليس كذلك فالمراجعة والبحث جزءٌ مهم من حل المسألة 
وبدونه لن تستطيع أن تكسب المعركة. 

المسألة أخبرتنا ما هي المتطابقة المثلثية التي نحتاجها لحل المسألة: 


sin @‏ = |2 | 
cos| |= ——‏ 
E‏ 2 
2 
ما الذي علينا فعله الآن؟ في المتطابقة السابقة» عوض > بدلا من م لتحصل de‏ 


| 8 
3111| — 
2 


COS a AN 
20 er 
O 


والآن نعيد هذه العملية مرة أخرى» عرض © بدلا من م في المعادلة الأخيرة لتحصل على : 


متطابقة مثلشة voy‏ 


(e 

| sin| — 
8 1 | 
COS — ET 
2 508 


يمكننا أن نستمر في هذه العملية بنجاح من خلال تعويض © بدلاً من م في كل مرة. والآن 
نقوم فقط بضرب هله المتطابقات الصغيرة لنحصل على : 


. 6 . [9 {8 
| sin|=| sin| — u ait: 

م١‎ (0) (e 0)_ sind 2 a الا اكد‎ Y 

cos 5 cos 7 ات‎ 08 Pr 5 a E | ¿A | di 

| | 5368 2sinf | 2sinf 2 i(2 | 


ES 7 











sin 6‏ _ 
if‏ 2 
لاحظ أن العديد من الأشياء تم اختصارها لنحصل على جواب جميل وبسيطء Bolo y‏ هذا ما 
يحدث في الرياضيات» فالرحلة طويلة وشاقة» والمعاناة عظيمة» ولكن النتائج النهائية بسيطة وجميلة. 


لحل المسألة الرياضية» يجب عليك أن تستكشفهاء وأفضل طريقة للقيام بذلك هي النظر إلى 
الحالات الصغيرة: والحالات الخاصة؛ والحالات المتطرفة. 


wD) DS)‏ وهر 


Jala‏ ضرب زوجي 


لتكن 6,.....6 a‏ إعادة تر (Rearrangement) was‏ للأعداد 2.8 . إذا كانت ۾ lao‏ فر ¿La‏ 

أثبت أن حاصل الضرب: 
(a, -1),(a, -2).(a, -3)....,(a, —n)‏ 

عددٌ زوجي. 

في هذه المسألة المتتالية ra,‏ يمكن أن تكون أي إعادة ترتيب للأعداد .1,2,....n‏ على 
سبيل JEL‏ عندما 5 = y‏ یمکن أن تكون 3,5,1,4,2» أو قد تكون 1,2,3,4,5» أو قد تكون أي تبديل 
(Permutation)‏ للأعداد من 1 إلى 5. ومن نَم OB‏ المسألة تطلب منا أن نثبت أن شيئًا ما غير متغير 
(Invariant)‏ رياضيًا (كمية أو خاصية لا تتغير بتغير المسألة). 

المسألة تطلب منا أن نبين أنه إذا كانت n‏ عدداً فرديّاء فإن حاصل ضرب محدد يمثل عددا 
ا والمسألة تكاد تصرخ في وجوهنا لتطلب منا استخدام خصائص الأعداد الزوجية والفردية 
لحلهاء دعنا نبدأ من خلال مراجعة بعض الحقائق الأساسية المتعلقة بالأعداد الصحيحة؛ وسنقوم فقط 
بعرض هذه الحقائق» ولكنها جميعها من السهل إثباتها أو ela o‏ 

.2 + 4 = 6 مثال:‎ Ce 95 lade حاصل جمع عددين زوجيين يعطينا‎ .1 wolle 


3+5=8 عددين فرديين يعطينا عدداً زوجيًا. مثال:‎ ar الخاصية 2. حاصل‎ o 


© الخاصية 3. حاصل an‏ عدد فردي مع عدد زوجي يعطينا lode‏ فرديًا. مثال: 3+6=9. 


١ 8 


E‏ فن حل المسألة الرياضية 

.1+ 7 + 3 = 11 فرديًا. مثال:‎ hse جع ثلاثة أعداد فردية يعطينا‎ Job dolo 

« الخاصية 5. حاصل ضرب عددين زوجيين يعطينا lode‏ زوجي . مثال: 8 = 4 × 2. 

. 3× 5 - 15 عددا فرديًا. مثال:‎ tulen الخاصية 6. حاصل ضر ب عددين فرديين‎ o 

o‏ الخاصية 7. fol‏ ضرب عدد زوجي مع عدد فردي يعطينا عدداً زوجيًا. مثال: 
-4x5=20‏ 

والآن لنعد إلى مسألتنا. حاصل الضرب في المسألة يحتوي على الحدود: 


a ~n... -2 1ع ن‎ 
fl 7 1 


وكا هو معطى في المسألة op‏ م عدد فرديّ. يوجد خياران أساسيان فقط يمكننا القيام ا 
مع الحدود #- ca,‏ حيث يمكتنا جمعها أو ضر مبا. Lie‏ دعنا نيدأ LAL‏ الأول؛ ماذا ue‏ إذا قمنا 


¢ | ظ‎ 
an au “a, ا‎ ‘a, =I بجمع الحدود‎ 


(a, -1(+ 9 -2) +.. .+ (a, -n)= (a, +0,+..+0,)-(1+2+..+n) 
= (142+..+n)-(1+2+...+n) 
= Ü 
(Ur «¿0 Jl أن‎ L Y أو‎ ‚ka ما" حظتها‎ u شيئان‎ Im بو‎ ‘STI >AS وشو‎ 


يمكن أن تكون أى إعادة بر بيب من الأعداد 1-8 c‏ فات: 
l+2+..+2n‏ = 4 + ... + إل + a‏ 


بها أننا قد فرضنا es diac n‏ فإن المجموع +(0,-2)+..+(0,-1m)‏ )0,1( يحتوي على عدد 
فردي من الحدود. إذا فرضنا أن كل حد من هذه الحدود a, - k‏ عدد فردي بحد ذاته» فإن المجموع 
يجب أن يكون عددا 3 La‏ (الخاصية 4( ولكن هذا يناقض حقيقة أن (a, -1)+(a,-2)+..+(a,-n)‏ 
عدد زوجیٌ. ومن op‏ الحدود a, -k‏ على الأقل يجب أن يكون عدداً زوجيًا. 15 باستخدام 
Zoll‏ 5 والخاصة 7 عندما نقوم بضرب جميع الحدود a-k‏ لنحصل على 
op ela -1) (a, 2) (a, 3). (a, -n)‏ حاصل الضرب: 


حاصل ضرب زوجي ١١‏ 
(a, la, 2) (a, -3).(0,-n)‏ 
Giles‏ 
هذه المسألة لم تكن صعبة» ولكن التعامل مع كل هذه الأعداد الفردية والزوجية يصيب الفرد 
بالدوار. لإتقان حل مسائل كهذه عليك إتقان الخصائص النوعية (Parity)‏ للأعداد الصحيحة 
ala)‏ هن 1 إل XT‏ 


رساد DUD)‏ ررر 


مربع كامل 


ile be bie أنه ]ذا كان بود‎ etl 
n(n+1)(n+2)(1+3)+1 
(Perfect Square) مربع كامل‎ 
Ob اء‎ ge eee lous فك أله إذا كات ر‎ Of JL e ls 
n(n+1)(n+2)(n+3)+1=m° 
gar ننظر إلى‎ bes صحيح موجب. ولكي تصبح المسألة مألوفة أكثر‎ ote m حيث‎ 
الحالات الخاصة. للمزيد من التبسيط افرض أن:‎ 
S(n)=n(n+1)(n+2)(n+3)+1 
مربع كامل. عندما 2 -م» فإن‎ fO وهذا يعني أن‎ e /)1(- 25-52 Ob en=1 عندما‎ 
فإن 361-192 - (3)/ . إذن ومن خلال فحصنا ذه الحالات‎ cn =3 وعندما‎ fQ2)=121=11? 
الثلاث يبدو بالفعل أن:‎ 
n(n+1)(n+2)(n+3)+1 
omo CUY ذلك ؟ برج العذيد هن الظرائق‎ Gd OT يمك‎ GES قل شريعا امد‎ 
JUL هذه الجملة» والأمر يعود إليك في اختيار الطريقة التي تفضل استخدامها. يمكن لنا على سبيل‎ 
نستخدم الحساب المقياسى‎ NW بقن‎ LS أن نبت الجملة باستخدام الاستقراء الرياضى.‎ 


TT 


E‏ فن حل المسألة الرياضية 


(Modular Arithmetic)‏ الذي ناقشناه في المسألة 13. على سبيل المثال يمكننا أن نستخدم حقيقة أن العدد 
الفردي المربع مطابق (Congruent)‏ ل .1(mods)‏ الطريقة الأخرى لحل هذه المسألة التي fale‏ ما تستخدم 
في حل المسألة الرياضية هي طريقة التحليل. يمكن لنا أن نبدأ من خلال f(n) ALS‏ على الصورة: 
f (n)=n(n+1)(n+2)(n+3)+1=n"+6n" +111“ +6n +1‏ 

ثم نقوم بتحليل المقدار 1+ ent +6۸ +11 +6n‏ ويمكننا التحايل باستخدام آلة حاسبة تحوي 

برناجاً لحل المعادلات 4 & لإيجاد أن: 
ni +6n° +11n? +6n +1 = (n? +3n +1)‏ 

ومن الواضح أن هذا مربع كامل. حسناء لقد انتهينا من حل المسألة. 

ولكن كيف يمكن لنا أن نحلل العبارة 1+ 6+ 11+ ón‏ + دون أن نلجأ لاستخدام الآلة 
الحاسبة. الطريقة العامة التي عادة ما تستخدم في حل العديد من المسائل الرياضية تسمى طريقة 
المعاملاات غير Les .(Undetermined Coefficients) dal!‏ نحلل العبارة n'+6n +11” +6nt1‏ 
باستخدام هذه الطريقة. بشكل أساسي نحن u‏ أن نحلل العبارة من خلال كتابتها كحاصل ضرب 
GS‏ حدود متطابقتين Je)‏ فرض أن هذا مکن) كما يلٍ: 

n" +6n +115 +6n+1= (a, +4, 1 +...+ a, ) 

مهمتنا الآن هي إيجاد المعاملات غير المعينة ,4» .4 » ...4 . نستطيع تبسيط المسألة من 
خلال التمهل SUL‏ وعدم التسرع. N,‏ لاحظ أننا عندما نقوم بتربيع العبارة 
مه +... + 00 tay‏ “يه سنحصل على كثيرة حدود من الدرجة dal J)‏ وهذا يعني أن Ae .k=2‏ 
وبا أن معامل ۸ يساوي 1 في الطرف الأيسر من المعادلة السابقةء لا بد أن نحصل على 
=a, =3‏ جه . ob Lely‏ 1-,ه لآن الد الثابت في كثيرة الدود 6+1 + 11+ ر6 + “بر يساوي 


¡Eo y تج المعامل المجهول‎ OF الآنهو‎ bee o إذا‎ :1 
4 3 2 2 2 
n + 677 +11» +6n+1=(n +an+]) 


إذا قمنا بفك المقدار في الطرف الأيمن نحصل على : 


مربع كامل ١١‏ 
n“ + n” +11n* +6n +1 = n" + 2an" + (a* +2)n* + 2an +1‏ 
ومن خلال مقارنة معاملات أسس + في طرفي المعادلة نحصل على: 
6= 2 و 11= 2+ a‏ 
ومن نّم Ob‏ 3 = © . بالتأكيد فإن القيمة 3 = © تؤدي الغرض» حيث إن تعويض 3= ۾ 
في العبارة )1 + (n + an‏ سيعطينا التحليل الذى نرغب به: 


n" +6n” +11n* +6n +1 = (n + 3n + 1) 


من الجيد أن تتذكر llo‏ طريقة المعاملات غير المعينة. حيث يمكن استخدامها عندما يكون 
بإمكانك تحديد شكل العبارة الرياضية» وتحتاج فقط أن تجد المعاملات المجهولة. 


y a DA) 


الترتيب all‏ الرباعي 


ليكن n‏ عدداً صحيحاً dro‏ أوجد جميع الترتيبات الصفية الرباعية 
(Ordered 4 - Tuples)‏ للأعداد الصحيحة ) p (a, b, c,d‏ 


6 > قن > م > و ع بن > 0 


إذا كانت n=10‏ على سبيل المثال» OW‏ 


Ol الحلول له المسألة حيث‎ J= un 
0<2<2<5<7<10 
التي تحقق الشرط‎ (abc ds Y ومن الواضح أنه يوجد العديد من الحلول‎ 


7 > 4 > عم ع مع ع ع () . المسألة لم تطلب منا أن نجد جميع الحلول» ولكنها تطلب منا أن نجل عدد 
الحلول الموجودة» من السهل (Combinatorics ) LS IL Has SL oda ol Liso ol‏ : 


سيكون من Jo!‏ ا لو كان باستطاعتنا أن JÊ%‏ أن (a,b,c,d)‏ ھی y sl‏ گیب ip‏ 
ومتزايد من أربعة أعداد يتم اختيارها من المجموعة: 


A= 10,1,2...n} 
من المجموعة‎ gu الرباعية التي يمكن‎ (Combinations) عندئذ سيكون عدد التراكيب‎ 
من العناصر:‎ n+1 الى نحوي‎ A 
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VIA‏ فن حل المسألة الرياضية 


n 5 n! 
k | 7 k!(n—k)! 


fe‏ عن عدد التركيبات التي يمكن GS‏ انتقاء (k)‏ من العناصر من ضمن (n)‏ من العناصر 
المتوفرة ( دون تكرار الانتقاء). ولكن للأسف هذه الطريقة لن تعمل هنا؛ OV‏ بعض أو كل الأعداد 
cc cd ca‏ 4 يمكن أن يكون glace‏ وبمعنى آخخر يمكن أن يحصل تكرار للأعداد في (a,b,c,d)‏ . 
على سبيل JEU‏ )0,0,0,0( هو أحد الحلول؛ لذلك ولكي تصبح هذه الطريقة أو الفكرة صالحة يجب 
علينا أن نجد مجموعة من الأعداد 8 بحيث يكون كل تركيب مكون من أربعة عناصر مختلفة 
fa, 2,7,8}‏ يتم اختيارها من المجموعة B‏ مرتبة على الشكل (2:,8,7,8)» بحيث 8 > p <y‏ > به 
» تناظر بشكل وحيد أحد (a,b,c,d) J AH‏ لمسألتنا الأصلية. عندئذ إذا كان |B|‏ يعبر عن حجم 
B de ell‏ قات هو ا ماتا سيكون: 


B 
A 
كيف يمكن لنا أن نبني أو ننشئ المجموعة 8 ؟‎ OW والسؤال‎ 


في المسألة الأصلية (a,b,c,d)‏ يجب أن تحقق الشرط "ك كه > اكه > 0 . وبها أن اكه 


Able bs‏ ان sis‏ ان: 


WSs‏ العددين bra‏ أعداد صحيحة غير سالبة» فإن هذا يعنى أن [+4>5» ومن ثم فإن: 


5+1 > ن > ) 
أيضاً بيا أنء > Ob‏ هذا يعنى أن g«b <c+1‏ 232 >1+ 5» ومن ثم فإن: 
O<a<b+1<ew+2‏ 


las‏ أن ل > Ob‏ هذا يعنى أن c+2<d+3 sec<d+!‏ ومن ثم فإل: 


O<a<b+l1l<cr2<d+3 


وأخيراء وبيا أن ۸ > 4» فإننا نستطيع الحصول على نتيجتنا النهائية: 


الترتيب الصفي الرباعي ١4‏ 
53+ 2 3 +0 > 2 +ع > 1 + ثم > ىن > () 
والآن إذا جعلنا +1٠ ©» =a‏ - 6 22+ = 4+3 = 28 سنحصل على: 
0+3 > ف > Per‏ > نس > 0) 
لقد قمنا بتحويل القيد في المسألة الأصلية من (ك) إلى (>). والآن إذا اخترنا أي أربعة أعداد 
مختلفة )0 (a, By,‏ من المجموعة }3+ ¿B=10,1,2,...,n‏ بحيث 8 > ۽ > 8 > 6a‏ ستحصل عل 
> لمسألتنا الأصلية. وكل ما نحتاجه بعد اختيار )8.7.5 (a,‏ هو تحويلها إلى (a,b,c,d)‏ من خلال 
استخدام التحويلات: 


d=d-3:.c=y-2.6=f-lica=a 


بها أن المجموعة 3+ 0,1,2,...,۸) = 8 تحوي )44 (n‏ عنصراً أو رقيأء ol‏ الجواب عن 
AS A‏ 
BI) (n+4‏ 
4 | |4 


ans‏ اخ sue‏ الث كنات الف ال Keb‏ من Mac‏ الصحيحة (a,b,c,d)‏ التي تحقق 


OSasbsesden‏ يساوى: 
n+4‏ 
4 


oo) رف س‎ aid) 


معادلة لوغاربتمبة 


جد de pot‏ الحل للمعادلة: 
log,5-2log, 5 -4log, 5=0‏ 

لدينا معادلة غريبة نوعاً ما تحوي لوغاريتمات» ونريد أن نجد قيمة # . من المحتمل عدم وجود 
أي ote‏ حقيقى Git nr‏ المعادلة» كا أنه من المحتمل وجود أكثر من قيمة ل 2 تحقق المعادلة المعطاة. 
هذه أسئلة أساسية (الوجود والوحدانية) جب علينا أخذها بعين الاعتبار عندما يطلب منا أن نجد 
مفردة رياضية معينة. دعنا هنا نفرض أنه يوجد عدد حقيقى Gat y‏ المعادلة ونرى ماذا سيحدث. 

إذا رغبنا بحل هذه المعادلة بنجاح» نحتاج إلى شيئين مهمين. Y‏ سنحتاج إلى معالحة المعادلة 
جبريًا لعزل أو فصل cr‏ وذلك على الرغم أنه ليس من الواضح بشكل مباشر كيف سنفعل ذلك. 
‘Lut‏ سنحتاج عل الأغلب لاستخدام خصائص اللوغاريتيات. لذاء lus Les‏ من هناء ونقوم 
بمراجعة خصائص SE I‏ ونرى إذا كان يوجد أي شىء قد يساعدنا في حل مسألتنا. 

فيا يل مجموعة من الخصائص الفيدة للوغاريتهات» وحميعها عبارة عن نظريات» ولكننا لن 

‚log, 1 = 0 فإن‎ » 5 < 0 to Lio عدوا‎ O 

ob »0 <0 بحيث‎ ii> عدداً‎ b إذا كانت‎ : (Identity Rule) قاعدة التطابق‎ -Y 
. log, b=1 


NA 


007 فن حل المسألة الرياضية 


log, (mn) = log, m+log, n obs b> 0 بحيث‎ (ai Er إذا كانت م‎ : [ LE 


۾ حيث 677 7 أعداد حقيقية موجبة. 

Op .20<0 بحيث‎ bi lus b قاعدة الطرح: إذا كانت‎ -8 
Au أعداد حقيقية مو‎ n em حيث‎ «log, (m/n) = log, m - log, n 

ه- قاعدة السلسلة (Chain Rule)‏ : إذا كانت cobea‏ أعداداً حقيقية موجبة بحيث 
«a + 1‏ 1+ 5 » فإن log b . loge = log e‏ . 


— قاعدة المقلوب: 151 كانت is ge iio Isluel bea‏ بيه 1 * «bx1ca‏ فان 





. log b = 

` loga 
log, (b") =a فان‎ »( #1 Au Lm ge Cie Isis b قاعدة المعكوس: إذا كانت‎ —Y 
bil أعداداً حقيقية موجبة بحيث‎ þe © :ادا كانت‎ (Exponent Rule) فاعدة الأس‎ - 


: log, (a" = nlog, a ob: ere عددا‎ n »۾ وکال‎ 


اذا دققت BJ‏ فى الخصائص ‏ السابقة للو cols le‏ قد تلاحظ أن القاعدة الت , نحتاجها - 
Y l‏ نص السا )4 
مسألتنا هى قاعدة lll‏ لاذا؟ OY‏ قاعدة المقلوب تقوم بعملية تبديل بين الأساس والقاعدة 


E 


e (Argument)‏ وبمعنى آخر op‏ قاعدة المقلوب تحول 105,5 إلى ri‏ أي إن قاعدة المقلوب 


ا 
à a 5 "i pe 8 + | 0 1 r 5 A à‏ 
سو قف حول 5 log, z cil log‏ خسنا هذا uy A> ‘ie‏ يرسل القيمة المجهولة T‏ إل خارج 
الأساس. من الواضح أن التعامل مع 7 log,‏ أسهل بكثير من التعامل مع 5 Jog,‏ 
من خلال تطبيق قاعدة المقلوب على کل كل من جلو د المعادلة 
ham log, 5 - 2log,, 5 -5log,,,5 = 0‏ عل : 


1 2 4 





ومن الواضح أن هذه المعادلة أبسط من المعادلة الأصلية» OY‏ جميع اللوغاريتىات أصبح لما 
نفس الأساس (الأساس 5). والآن سنقوم بإجراء بعض العمليات الجبرية لتبسيط المعادلة. 


5 


y =log, £ AL!‏ . إذا: 


معادلة لوغاريتمية 1۷۳ 


log, (52) = log, (5) + log, g =1+y 


log. (257) = log, (25) + log, (x) = log. (5°) + log, (x) =2+y 
: إذاء ومن خلال التعويض في المعادلة نحصل على‎ 


1 2 4 


y 1+y 2+4 





١ 
وبعد تبسيط هذه المعادلة» نحصل عل المعادلة التالية:‎ 
Sy’ +5y-2=0 
هذه معادلة تربيعية. إذا استخدمنا الصيغة التربيعية (انظر إلى نظرية 1.23 في المسألة 23( لحلها‎ 


= 
ai 


-5 F4 
10 





y= 


وبا أن 57 = Lhe lez‏ حلين حقيقيين للمعادلة: 5=0 log 5- 2108 5 -4log,.‏ 


ri 
„(-5Fv65) 
T=0 | 


خاتمة 


حكاية الاكتشاف الرياضي 

درسنا الأخير في فن حل المسألة الرياضية يتعلق بالقصة الحقيقية لكيفية اكتشاف نظرية 
هندسية ممتعة ومثيرة. تظهر LI‏ هذه القصة كيف تعمل عملية الاستقصاء والاستكشاف على أرض 
الواقع» كما آنا توضح كيف يمكن لك أن تكتشف النظريات الرياضية الجديدة. 

نادرأ ما يوجد الإبداع في الفراغ» ومن Sy‏ هو ا حال في الرياضيات» نحن (la‏ بحاجة 
لنقطة معينة كي نبدأ من عندهاء نحن بحاجة لمسألة رياضية جيدة لنبدأ العمل عليهاء ويمكن لك أن 
تنظر oid‏ المسألة باعتبارها بذرة بحاجة للرعاية لكي تنمو وتكبر لتصبح شجرة. 

PLY sel bs‏ كنت أقر | كتاب الرياضيات السريعة (Mathematical Quickies)‏ للمؤلف شارلز 
تريغ (Charles W. Trigg)‏ (الملحق cp)‏ قراءات مطلوبة)» وبالتحديد كنت أنظر إلى المسألة رقم 201 
التي تحمل العنوان: مقاطع تحدد مثلث متساوي الأضلاع (Segments Determining an Equilateral Triangle)‏ 
» وهي أحد المسائل الكلاسيكية في الهندسة الإقليدية. هذه المسألة تعطينا مثلثاً متساوي الأضلاع كا 
هو موضح في الشكل التالي» النقطة P‏ تقع داخل المثلث بت تكون أطو ال القطع المستقيمة التي 
تصل بين النقطة م ورؤوس AU‏ 3» 4» 5. والتحدي هو إيجاد الطول L‏ الذي هو طول ضلع 
المثلث المتساوي الأضلاع. 


\vo 


NA‏ فن حل المسألة الرياضية 





L 


لاحظ أن المسألة تطلب منا إيجاد حل محدد للحالة الخاصة عندما تكون أطوال القطع المستقيمة 
التي تصل بين النقطة P‏ ورؤوس المثلث 3 4ء 5 . ويقدم الكتاب حلا مبتكراً اعتماداً على هندسة 
المرحلة الثانوية» ولسنا هنا بصدد ذكر تفاصيل هذا الحلء OY‏ هذا ليس هدفناء ولكن الحل المذكور في 
الكتاب يعتمد على حقيقة وجود a‏ خاص جدًا يتعلق بالأرقام 3» 64 5 وبشكل أساسي يوجد 
لدينا مثلث فيثاغورث القائم الزاوية الذي أطوال أضلاعه 13 4» 5. وهذه بالضبط هي الحقيقية 
التي سمحت U‏ بحل المسألة ببذه الطريقة الذكية. يؤول حل هذه المسألة إلى 25+123 =1ء أو 
1.26.7664 . ولكن هذا الحل هو حل للحالة الخاصة فقط. 

هذا جميل clan‏ ولكن يوجد لدينا مشكلة واحدة» ماذا يحدث لو حددنا نقطة عشوائية م 
داخل المثلث المتساوي الأضلاع بحيث تكون أطوال القطع المستقيمة التي تصل بين النقطة م 
ورؤوس sa Sl‏ طرءمء وليس 3 4 . lar‏ كيف يمكن لنا أن تجد E‏ (طول ضلع 
(EA‏ هذه المسألة العامة. هذه طريقة مشتركة يستخدمها الرياضيون لاختراع أو اكتشاف 
الرياضيات الجديدة. أولاً سنقوم بحل الحالة ا لخاصة» ثم بعد ذلك نقوم بالبحث والاستقصاء لمحاولة 
معرفة كيفية حل المسالة العامة» ويمكن التعبير عن المسألة العامة من خلال الشكل الموضح التاليء 
والمطلوب هو إيجاد قيمة 7 كدالة بدلالة كل من: ©» COB‏ 


VY alo 





A =p 
كيف يمكننا حل هذه المسألة العامة؟ المسار الأول الواضح هو أن نسير على نفس النهج الذي‎ 
استخدمناه لحل ال حالة الخاصة» ولكن للأسف هذا لن يكون مجدياء حيث إن حل الحالة الخاصة اعتمد‎ 


بالأساس على أن الأطوال 03 4» 5. تشكل أطوال أضلاع نوع خاصٌ من المثلثات القائمة الزاوية: 





وبشكل عام» الأضلاع ca‏ 5» » لا تشكل مثلثاً فيئاغوريًا قائم الزاوية» وهذا يعنى أن الطريق 
الذي استخدمناه لحل ال حالة الخاصة لن يعمل هناء ومن ثم فنحن بحاجة للبحث عن طريقة أخرى. 

الطريقة التقليدية لحل هذه المسألة تقوم على ملاحظة أن مساحة المثلث ABC‏ تساوي مجموع 
مساحات BPA + CPA + Apo PUL‏ : 


\VA‏ فن حل المسألة الرياضية 
مساحة (ABC)‏ = مساحة( (APC‏ + مساحة (CPA)‏ + مساحة (CPA)‏ 


وبا أننا نريد أن نجد الطول L‏ بدلالة الأطوال 0» 6D‏ استخدام قاعدة هيرونز 
(Heron's Formula}‏ المتعلقة CB 11) HAT O lus‏ وهذه القاعدة تقودنا إلى المعاذلة 


المملة والبشعة التالية: 





= 
|| 


(a+b+ZL)(-a+b+L)(a-b+L)(a+b-L) 
a+c+L)(-a+c+L)(a-c+L)(a+c-L) 
(b+c+Z)(-d+c+L)(b-c+L)(b+c-L) 
ومن ثم فإننا نستطيع حل هذه المسألة من خلال حل هذه المعادلة التي تتضمن العديد من‎ 
ا لجذور التربيعية بالنسبة إلى ,1 . ولو عملت بجد ومثابرة» وبقيت تعمل لمدة أسبوع ولوقت متأخر‎ 
من الليل على هذه الحسابات الجبرية الطويلة» فإن أفضل ما ستحصل عليه هو الصيغة التالية:‎ 








+ + 





gee on ee V3 wh Lone EI Kaw oF Se‏ حك به 
J2‏ 
اذا کان لديئا نقطة 25 Ils‏ مغعلث متساو 66 | ob 5 Se Y‏ هذه القاعدة تعطينا 2d‏ 
| نفع de s‏ 
Zei‏ بدلالة الأطول: صم -ى ودع - :2 دم 


L= 


والآن أنا لا أقول إن هذا شيء تود أن تقوم به فعلاء in‏ حل llo padl‏ الجبرية تعمل 
هنا إذا توفرت لديك الرغبة بالقيام بكمية كبيرة من الحسابات الطويلة والشاقة. 

ee‏ نحن نعرف الآن كيف يبدو جواب DLL‏ هل نستطيع "تلميع الحجر" والحصول 
على شىء ما أكثر Yla‏ من الصيغة السابقة؟ وهذه النقطة التي تصبح عندها الرياضيات فناً Str‏ 
يفعل الفنان علينا الآن أن نرجع للخلف وندقق النظر في المعادلة التي أمامنا علّنا نجد En‏ ما يمكّننا 
من تحسين اللوحة (المعادلة) التي أمامنا. وخلال هذه النظرة التأملية قد نلاحظ أن هذه الصيغة عبارة 
عن معادلة» وإذا قمنا بتجاهل بعض الحدود غير السالبة في الطرف الأيمن من هذه المعادلة قد نستطيع 
تحويلها إلى متباينة. 


۷۹ ails 


اذا cles‏ إلى كل هذه الخردة (Junk)‏ على الطرف الأيمن من المعادلة مثل 
— كن E la? +22 HWE a!‏ هذه الخردة يجب ان تكون غير سالية» GY‏ نعرف أن 
L‏ عدد حقيقىٌ غير سالب» وهو مو جود فعليًا. إذن» يمكننا OVI‏ ببساطة أن نزيل أو نسقط هذا الجزء 
من الطرف الأيمن من المعادلة» لنحصل على هذه المتباينة الجميلة: 








وهذا ليس سيئاً OY dl‏ الحل oda‏ الحالة الخاصة كان 26.7664 . ds‏ الحقيقية فإن 
ا لمتباينة: 





هي أفضل ما يمكننا الحصول عليه» حيث إنه وفي بعض الأحيان يمكننا فعليًا الحصول على 
المساواة» وهذه المساواة تتحقق على سبيل ال مثال إذا كانت النقطة م التي تقع داخل ABC SJ‏ 
تتطابق مع أحد النقاط 4 » أو CAB‏ 

دعنا الآن نراجع بشكل سريع الخطوات التي قمنا بهاء لقد بدأنا بمسألة هندسية تشكل حالة 
خاصة ويمكن حلها بطرائق خاصة» ثم بعد ذلك قمنا بتعميم المسألة وبدأنا بمحاولات لحل ULM‏ 
العامة» وللوصول إلى حل لهذه المسألة العامة قمنا باستخدام حسابات جبرية مضنية وطويلة LY‏ 
صيغة صريحة جد لنا ]٫‏ بدلالة كل من: ca‏ 5» ع . بعد ذلك قمنا ei‏ الحجر" من خلال إزالة 
الأجزاء البشعة من هذه الصيغة لنحصل عل المتباينة الجميلة: 





VA»‏ فن حل المسألة الرياضية 

OV‏ نحن نعرف كيف تبدو هذه المتباينة» ولكن يجب علينا أن نسأل أنفسنا: هل نحن قادرون 
على إثبات هذه المتباينة بطريقة مباشرة باستخدام إثبات بسيط وأنيق. 

هل يمكن لنا أن نجد Gla y‏ بسيطأ وأنيقاً هذه المتباينة؟ من أين علينا أن نبدأ رحلة البحث عن 
هذا البرهان الجميل؟ عندما ندقق النظر في هذه المتباينة نلاحظ أنها تحتوي على مجموع مربعات: 

a om He 

هل نعرف أي نظريات هندسية تتضمن مجموع مربعات؟ ASL‏ نعرفء إنه قانون جيوب 
ela‏ (الملحق (UAB‏ 

خذ بعين الاعتبار هذه الحالة العامة للمثلث المتساوي الأضلاع: 


C 





A B 


L 
يوجد ثلاثة مثلثات يمكننا أن نطبق عليها قاعدة جيوب التمام» ومن ثم سنحصل على ثلاث‎ 


co NY معاد‎ 


Si 
I 


a’ + c - 2ac cos Û 
I =a* +b" — 2ab cos y 
I = b? + e” — 2bc cos a 





بها أن المتباينة a‏ 2 * تتضمن العدد 2 في المقام. ERW‏ بحاجة لجمع معادلتين فقط 
من المعاد لات DIAS‏ التي حصلنا عليها من قانون جيوب pl‏ ولكن السؤال الآن هو أي معادلتين 


VA) خائمة‎ 


من هذه المعادلات الثلاث سنقوم بجمعها؟ الفكرة التي قد تساعدنا في الاختيار هي أن واحدة من 
الزوايا B cw‏ 1 على الأكثر يمكن أن تكون حادة (قياسها أقل من ”90 )» liag‏ يعني أن زاويتين 
على الأقل من هذه الزوايا هي زوايا منفرجة. للتسهيل bes‏ نفترض أن ى٠۲‏ هما الزاويتان 
المنفرجتان» والآن اجمع المعادلتين اللتين تحتويان yea‏ 
I =a’ +b” — 2abcos y‏ 
I = b + e —2becosa‏ 
وهذا يعطينا المعادلة: 
—2abcosy — 205 cos a‏ ثم + =a + 2b”‏ 277 
وبا أن الزاويتين ې »ر منفرجتان» نحصل على: 
—2abcos y > 0‏ 
—2abcosa > 0‏ 
وهذا يعني أنه باستطاعتنا أن نسقط هذه الحدود من الطرف الأيمن من المعادلة: 
2ab cos y — 2ab cos a‏ - ثم + 335 + a’‏ = 217 
لنحصل على المتباينة: 
اعم و ع د I‏ 
والآن يمكننا أن نسقط الحد 32 من الطرف الأيمن لنحصل على المتباينة: 
ل + >a‏ 077 
وبقسمة الطرفين على العدد 2 وأخذ الجذر التربيعي؛ نحصل مباشرة على المتبايئة التي 
un;‏ عنها: 





برهاننا الأولي لهذه المتباينة قام على استخدام الحسابات dl‏ الطويلة» وبعد أن اكتشفنا 
المتباينة لاحظنا أنه لا بد أن من وجود طريقة أسهل لاشتقاقهاء ومن خلال ملاحظة شكل المتباينة. 


VAY‏ فن حل المسألة الرياضية 


قمنا باختيار بعض النظريات الواعدة» ووجدنا Sus Gua y‏ للمتباينة. وهذه الخطوات تو ضح الطريقة 
التي تتم من خلالها الاكتشافات الرياضية على أرض الواقع. فالرياضيات لا تجلس مسترخية مساء 
يوم الأحد وتنتج بالصدفة النظريات الرياضية الرائعة» فالاكتشافات الرياضية العظيمة عادة ما تكون 
نتاجاً للعمل الشاق والمجهود المضني. وكلمة السر هي إيجاد مسألة رياضية cë jat‏ والعمل عليها من 
خلال طرح أسئلة أساسية جيدة تتعلق ALLL‏ والعمل بجد واجتهاد لوقت طويل حتى الوصول إلى 
نتائح مثيرة وممتعة» وبعد ذلك قم بالتشطيبات اللازمة للعمل وحول اكتشافك إلى عمل جميل يلقى 
الاستحسان والتقدير من الجميع. 

أتمنى لك الأفضل في استطلاعاتك الرياضية المستقبليةء ولا تنسى أن لديك كل ما تحتاجه 
لاكتشاف الرياضيات الجديدة والرائعة: عقل جيد» وورقة» وقلم رصاص. 


الملاحل 


الج :سات الال 
المسلمة :١‏ أتقن الأساسيات» وعندما تشعر أنك فقدت الطريق ارجع دائ إلى المبادئ الأساسية. 
المسلمة ۲: حتى أكبر الرياضيين وأكثرهم شهرة لديهم صعوبات في فهم الرياضيات. 
المسلمة ۳: الحظ يميل إلى الإنسان tes AI‏ لذا تعامل مع ¿ll‏ بجرأة. 
المسلمة 5: تقبل المعاناة» فالفشل جزء من العملية» والعقبات هي الطريق الذي يوصلك للحل. 
المسلمة 5: افهم المسألة» فأنت لا تستطيع أن تحل المسألة التي لا تفهمها. 
المسلمة :٦‏ لكي تستطيع أن تحل مسألة رياضية» يجب أن تستكشفها أولاً. 
المسلمة ۷: حدد بوضوح الأشياء البديبية والواضحة: فغالباً ما تكون هذه الأشياء المفاتيح 
التي توصلك حل مسألتك. 
المسلمة ۸: النتائج تتناسب مع كمية العمل الشاق الذي تستثمره في المسألة. 
المسلمة 4: في الرياضيات» العبقرية هي نتاج للعمل الشاق. 
المسلمة :٠١‏ الجيدون في حل المسائل هم الذين يتميزون بالمرونة في التعامل معها. 
المسلمة :١١‏ حدد إستراتيجيتك ل "ال هجوم الغاشم". كيف ستحل هذه المسألة لو كنت أحمقاً. 
NT dl‏ الأميل les 1 UL ol‏ سا 


المسلمة :١7‏ انظر إلى الحالات الصغيرة» والحالات الخاصة» والحالات الموسعة. 


AT 


VAÉ‏ فن حل المسألة الرياضية 
المسلمة 5 :١‏ حاول حل مسألة أكثر عمومية تتضمن مسألتك كحالة خاصة. 
المسلمة :٠١‏ استخدم Bla)‏ وإذا لم يكن موجوداً حاول الحصول عليه بطريقة مصطنعة. 
المسلمة ١16‏ : انظر إذا ما كانت مسألتك Ke‏ أو شبيهة بمسألة أخرى تعرف حلها. 
المسلمة VV‏ ابحث عن الأناط» وسجل تخميناتك. 


المسلمة 1۸: إذا كانت المسألة في نظرية الأعداد أو في التوافقية فابحث عن أرقامك في 
مثلٹ باسكال. 


السلمة 15: لا تحاول أن تكون USS‏ فقط استكشف المسألة وانظر إلى أيه يأخذك Ala‏ 

المسلمة Y e‏ دع المسألة تقترح الحل الخاص بها (انظر المسألة 31). 

المسلمة ١‏ 7: من المؤكد أنك لن تكون قادرا على حل جميع المسائل الرياضية التي تواجهك. 

المسلمة ۲۲: المارسة» ثم الممارسة» ثم الممارسة. 

all AEE zus Le Bale القبحة‎ EN VY dele! 

المسلمة asl: YE‏ عاطفتك وتجاهل ما يقوله الخبراء» فالخبراء عادة ما يكونون على حق. 
ولكنهم حين يخطئون يفعلون ذلك بشكل مذهل. 


VAO Ml! 
نظريات مفيدة‎ :)8( 


هذا الملحق يحتوي مجموعة من النظريات المفيدة التي من الجيد أن تتطلع عليها وتراجعهاء 


الملحق 


وهي في الحقيقة تشبه الأدوات الموجودة في صندوق الأدوات يمكن استخدامها وقت الحاجة. 
وبالتأكيد فإن هذه المجموعة ليست كاملة أو شاملة» ولكنها مكان جيد لنبدأ منه. معرفة العديد من 
النظريات الحيدة سوف يساعدك على إيجاد موطئ قدم للتعامل مع العديد من المسائل الرياضية من 
خلال مساعدتك على البدء في استكشافاتك واستقصاءاتك المتعلقة بالمسألة. 


نظرية. لأى عدد حقيقى ج : 


x (1 — r < 


A | سم‎ 


نظرية. لاي عدد حقيقي Û‏ < م : 

1 

r+—22 

«L 

متباينة بيرنولي Sy . (Bernoulli’s Inequality)‏ عدد حقيقي 1- > dese‏ طبيعي N‏ 
:2م + 1 < “رج + 1) 
متباينة المثلث ¿SY . (Triangle Inequality)‏ متجهين ex‏ ر في الفضاء R”‏ 
msl‏ 


. 7 


re 


[x + y] = || + ly‏ إذا وفقط ]13 كانت y ex‏ متناسبتين. لاحظ أن الرمز fe]‏ يعبر عن كمية 


(Cauchy's Arithmetic - Geometric Mean Inequality) المندسى‎ - Lidl متباينة كوشى للوسط‎ 


الجبر 


X a 


+ sx عو = عم‎ el A 5 + 
¡OL cd اعدادا حقيقية مو‎ LER REN ca إذا‎ . 


VA‏ فن حل المسألة الرياضية 


Lert, +... TL 5 L/n 
ڪڪ‎ ee ELMER 
n 


وتنطبق المساوة إذا وفقط إذا كانت جميع القيم متساوية: ,:2 -... - يه - 1 

وتنص هذه النظرية على أن الوسط الحسابي لمجموعة من الأعداد الحقيقية الموجبة [Slo‏ ما 
يكون أكبر أو يساوي الوسط الهندسى. 

تعريف - الوسط التوافقي (Harmonic Mean)‏ . إذا كانت TiTe,‏ أعداد حقيقية مو جبة» 


نعرف الوسط التوافقى لهذه الأعداد من خلال المعادلة: 


Th 
ge en 
1 1 1 
— hh... += 
1 T oe 








وإذا كانت A‏ تمثل الوسط الحسابي هذه القيم» وكانت © JE‏ الوسط الهندسي؛ وكانت H‏ 

ob «gl oll الوسط‎ A 
A>G>H 

نظرية. المتتالية المحدودة المطردة [glo‏ تكون متقارية 

اختبار e‏ النسبى (Rational Root Test)‏ . ادا كان 0= wee) eg BE +..+gr+e‏ 
حدود جنيع معاملاتها موجبة» وإذا كان 6/6 = جذراً نسبيًا مكتوباً بأبسط صورة» فإن 0 تقسم 
as‏ تسم © . هذه النظرية عادة ما تستخدم ي إثبات أن dans lade‏ هو عدد غير نسبى. 

نظرية الباقى (Polynomial Remainder Theorem)‏ . باقى قسمة كثيرة الحدود plz‏ عل 
)1( يساوي Pla)‏ 

نظرية ul‏ كشرة الحدود | Polynomial Factor Theorem‏ | , العدد a‏ حدر EAN‏ الحدود p(x)‏ 
إذا وفقط إذا كانت )4 (xa‏ تقسم PX)‏ 

ds q(x) ¿p(x) کک‎ . [Identity Theorem for polynomials| نظرية التطابق لکثرات الحدود‎ 


حدود ‚as‏ فتين على حال كامل غير منته | lus s «Infinite Integral Domain‏ درحته أقل أو يساوي 4 - 


JAY الملاحق‎ 


إذا كان g(x) c p(x)‏ يمتلكان قيا متساوية عند )1+( أو أكثر من قيم × المختلفة» GAS Op‏ 
الحدود متطابقتان (Identical)‏ , 

قاعدة ديكارت للإشارات (Descarte's Rule of Signs)‏ . لتكن 0 د رع + ٥,‏ +... + كدري + كديع 
كثيرة حدود معاملاتها حقيقية» إذا كتينا إشارات (+.-) المعامالات غير الصفرية بالترتيب. OP‏ عدد 
الجذور الموجبة أقل أو يساوي عدد التغيرات في الإشارة See „(The Number of Sign Changes)‏ إذا أخذنا 
كثيرة الحدود 1+ ×3+ 42° — "×7 - Ob ¢ p(x) = 82x"‏ الإشارات بالترتيب هي: ا س س + 
+ . وهذا يعني أن عدد التغيرات في الإشارة في هذه المتتالية يساوي 2 (موجب إلى سالب» و سالب 
إلى موجب)» ومن تم فإن عدد الجذور الموجبة للمعادلة p(x)=0‏ أقل أو يساوي 2. 


معادلات نسبية (Rational Equations)‏ . لتكن G(X) e p(x)‏ كثيرات حدود. de pot‏ الحل 5 للمعادلة 


pix) _ 0 


S = E p(x)=0, g(x)# 0; 

نظرية. كثيرة الحدود من الدرجة أقل أو يساوي 7 يمكن تحديدها بالكامل بشكل وحيد من 
خلال معرفة قيمتها عند (n+1)‏ من النقاط. 

aulas‏ هاگن (Huygen's Inequality)‏ . ادا كانت 7/2 > :> 0» فإن: 

2sing + tanz > 2 

متباينة كوشى — شوارز (Cauchy - Schwarz Inequality)‏ . ]15 كانت ,60,0)...,0 و .راا 
laa‏ أعداداً حتيقية» فإن: 

(a,b, + a,b, +... + a,b, ) < (a, a a,” (b; +62 +... + b) 

وتنطبق المساواة إذا كانت ٩‏ تتناسب مع b,‏ لكل 2 21> 1. وتنص هذه النظرية على أن 
مربع مجموع حاصل الضرب أقل أو يساوي Job‏ ضرب مجموع المربعات. 


المرافق (Conjugate)‏ . مرافق العدد ayb dd‏ هو العدد ta byd‏ ويوجد تعريف آخر 
للمرافق نستخدمه عند التعامل مع الأعداد المركبة: مرافق العدد bi‏ + © هو العدد „a = bi‏ 


\AA‏ فن حل المسألة الرياضية 
تعر يف — القيمة المطلقة sy ‚(Absolute Value]‏ عدد حقيقى 7 » تعرف القيمة المطلقة للعدد 
E wero‏ ظ 
REN *‏ 
=r ifr<O‏ 
كيا أن: 
de?‏ 


¿Ob أعدادا حقيقية»‎ Y or كانت‎ 13) . (Absolute Value) القيمة المطلقة‎ 


e+ <b + 
= 
jb seu 
.(Factorization) JA 
a" —b" = (a —b)(a"™ +a"’b+...+ab"? +0") 
عدد فردي» فإن:‎ y تحليل إلى العوامل. إذا كانت‎ 
a" +b" =(a+b)(a"* —a"*b+...—ab"? +0") 


y 4 


تعر يف - الدالة المحدبة Convex Function)‏ | . إدا كانت Fix)‏ دالة حقيقية القيمة ومتصلة على 
فترة ماء فإن f(z)‏ تسمى illa‏ محدبة» إذا كان CY‏ نقطتين Y ex‏ في الفترة» فإن: 


fe)+ (y)‏ _ أده 


1 2 | 2 








متباينة جنسن (Jensen’s Inequality)‏ . لتكن Alla f(z)‏ حقيقية القيمة لمتغير حقيقى g‏ تكون 
الدالة f(x)‏ محدبة إذا وفقط إذا لجميع قيم ,+ و ن في مجال أ ولجميع قيم + بحيث 1 > + > 0. فإن: 


١ 84 MU 


f(t + (1-t)o) <tf(u) )لز حم‎ 


¿OB طبيعياء‎ lode إذا كانت م‎ ۰ (De Moivre’s Theorem) FI نظرية دي‎ 


rl 
(cos £+251n 1) = COS (nz) + isin (nz) 


a eo 


اللثلثات : 
نظرية. 1< <sing‏ 1- لجميع قيم r‏ الحقيقية. 
نظرية. piged ne) in)‏ نه الحقيقية. 
نظرية. con(-2) - cos(a)‏ لجميع قيم T‏ الحقيقية 


sin £ 
5 tanz = jr +a 
cost = 0 “+s COS Y نظرية.‎ 





tan r+ tany 


نظرية. anrang‏ تاه حيث tanztanyal‏ 

sin(« + y) = sin cosy + cosrsiny نظرية.‎ 

cos(x + y)=cosrcosy—sinzsiny . a, La 

sin’ + cos’ z = 1 نظرية.‎ 

نظرية. x‏ ”عمو = بن 1+tan?‏ 

نظرية. ۾ cst‏ = £ “امع + 1 

قانون جيوب التيام [Law of Cosines)‏ .3 أي مثلث أطوال أضلاعه pea‏ م إذا كانت »۾ هي 
الزاوية المقابلة للضلع Pra‏ هي الزاوية المقابلة للضلع ط٠‏ 7 هي الزاوية المقابلة للضلع Oce‏ 


a? =b*+c*-2bccos(a) 


١46‏ فن حل المسألة الرياضية 


قانون الجيوب الموسع (Extended Law of Sines)‏ . في أي مثلث أطوال أضلاعه licibea‏ 
كانت بن هي الزاوية المقابلة للضلع pra‏ هي الزاوية المقابلة للضلع Y ob‏ هى الزاوية المقابلة 
للضلع ع»فإن: 


7 b C 


sin(@) sin(#) sin(7) 
OBER يساوي‎ CUAL أيضأء إذا كان نصف قطر الدائرة المحيطة‎ 


A A. 
sin(@) sin(8) sin(y) 
À 0 كانت‎ lic ¿bea ac Sal أي مثلث أطوال‎ E , (Tangent Law) قانون الظادل‎ 


الزاوية المقابلة للضلع pra‏ هي الزاوية المقابلة للضلع cb‏ هي الزاوية المقابلة للضلع bic‏ 


5 a+b 
a+b 2. 
a-b i (22) 
tan 
2 


=2R 














نظرية الأعداد: 


مبداً الترتيب الحسن (Well - Ordering Principle)‏ . كل مجموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة 
المو >¿ La‏ عنصر أصغر ١ (Least Element]‏ 
خوارزمية القسمة [Division Algorithm)‏ . إذا كان Dia‏ عددين صحيحين بحيث «D>O‏ 


فإنه يو جد عددان صحيحان وحيدان 7" بحيث: 
‚a=gb+r‏ اا 


فرضية سرتراند (Bertrand's Postulate)‏ , لأي علد صحيحم 1< 4 » يوجد عدد أولي يقع بين ack‏ 
ER‏ 


١4١ GA 

نظرية (Legendre's Theorem) Ase)‏ . إذا كانت P‏ عدداً أولماء فا ol‏ أس العدد E P‏ 

التحليل الأولي (Prime Factorization)‏ ل ml‏ هو: E mor‏ ="( حيث إن الدالة floorfa)‏ 
تعطينا أكبر عدد صحيح لايتجاوز floor(—r) =—4 y: floor(r) = 3 Mus. q‏ . 

صيغة أويلر-توتينت (Euler's Totient Formula)‏ . إذا كان التحليل الأو لي للعدد الصحيح 

الموجب PP in‏ = ١ء‏ حيث cP‏ ر7...» Pa‏ أعدادا أولية» فإن عدد الأعداد 


l | 3 E E 
| uz بالعلاقة:‎ Bin الصحيحة بين 1٠و م الاولية نسبيا بالنسبة ل‎ 
pín)=p"—-p"" عدداآرل فن‎ P حت‎ 1= Pp" إذاكانت‎ es 
إذا كانت‎ (Generalized Cancelation Law for Congruence | pled قانو 5 الاختصار العام‎ 


* 


./ هو القاسم المشترك الأكبر للعددين 77 و‎ (kn) حيث‎ 605 =0| mo 5) فإن‎ ¿ka = kb (mod n) 

نظرية. إذا كانت k‏ أصغر عدد صحيح موجب بحيث k oea" =1(modn)‏ تقسم An)‏ 
۾ ( (An)‏ شی دالة أويلر-توتينت f (Euler Totient Function)‏ 

نظرية فيرمات الصغرى (Fermat Little Theorem)‏ . إذا كانت Y CJ oi lase P‏ يقسم العدد 
الصحيح ‚a =1(mod p) obca‏ 

m «a إذا كان‎ . (Euler's Generalization of Fermat Theorem) le, تعميم أو بلر لنظرية‎ 
al للعددين‎ SN nel] هو القاسم‎ (a,m) => ¿(a,m)=1 (أي إن‎ ee war NAAA عددين‎ 
. (Euler Totient Function | ھی دالة أويلر-توتينت‎ An) Es ¿(are =] (mod m) فان‎ Om « 

قاعدة التسعات (Rule of Casting out Nines”)‏ . إذا كانت s(n)‏ هي مجموع أرقام التمثيل 
Il‏ عشر $ [Decimal Representation)‏ للعدد الصحيح oben‏ 

n=s(n)(mod9) 

ALU‏ القسمة على 11 (Divisibility by Eleven)‏ . )13 كان Ananao‏ هو النشر العشرى 

للعدد الصحيح الموجب oben‏ 


\4y‏ فن حل المسألة الرياضية 


n=a,—a,+a,—a, +...+(-1)" a,, (mod11) 
OV 11 فمثلاً 275 تقبل القسمة على‎ 
5-7+2=0(modll) 
(Squares) مربعات‎ 
Z 1 : 2 م ل‎ | 
osado n إذا كانت‎ ,# =0(mod4), 
فرديًا.‎ lose r إذا كانت‎ = I(mod4). 
n= 0(mod 4) اذا كانت‎ n= 0(mod8) 5 
‚n=2(mod4) cosin =4(mod8), 
عدداً فرديًا.‎ n asien =1(mod8), 
إن 1-(2.5) ).ء فإنه‎ sl) [Coprime) Cad عددين اول‎ D ca إذا كان‎ . (Lemma) تمهيدية‎ 
ent x u يو حل عرد‎ 
ax = I(modb) 
a | | sue لأى‎ . (Wilsons's Theorem ن‎ ds نظر‎ 
P نظرية ويلسون ( ). لآي عدد أولى‎ 
(p-1)!= -1(mod p) 
a أوليين ييا فإن العدد‎ m و‎ a إذا كان العددان‎ . (Quadratic Residues) البواقى التربيعية‎ 
pled إذا كات يو جل حل‎ «[Qudratic Residue modulo m| m بافي > بيعي قياس‎ E 
. (non-residue modulo mn) Mm. or فيا‎ PE > باقي عر‎ a العدد‎ sed خللاف ذلك‎ LE T =a (mod m) 


رمر ليحندر (Legendere Symbol}‏ 3 إذا كان loe p‏ أو 8 ) د هو العدد الزو بجی الأو لى الو >( 


a 


5 یعرف کا يلي: 


pP 








OF‏ رمز ليجندر 


‚ar الملاحق‎ 


R 





2 ت تسم 6 Luke‏ 0 








5 
p Loy‏ هو جرد رمزء ولا يعني "۾ مقسوماً عل "p‏ 


فانون المقلوب التربيعى l | Quadratic Reciprocity Law‏ إدا كان م Ge‏ عددين var‏ فرديين 
¿als‏ فان: 





ot. P 
هو رمز ليجندر.‎ (2 => 
أعدادا‎ Mhs Mys. Mi كانت‎ 151 „(Chinese Remainder Theorem] نظرية الباقي الصينية‎ 
As Ayse 4, فر ]¿ وإذا كانت‎ „sl (Pairwise coprime integers] a Ea 4J sl صحيحة‎ 


أعداداً صحيحة عشوائية: فإنه پو جد عدد صحيح X‏ حت : 
x= a, (mod m, )‏ 
a‏ ٹیہ Jeli.er‏ 


142434. +n=>n(n+1) 


‚ei 


نظر 


P + 22 +32 + de =—n(n+1)(2n +1) 


نظرية. 1+3+5+7+...+(2n-1)=n°‏ ( مجموع أول ás‏ من الأعداد الفردية 


196 فن حل المسألة الرياضية 


صيغة بينيت لأعداد فيبوناشى (Binet's Formula for Fibonacci Numbers)‏ . متتالية فيبوناشى laa‏ 
بالحدين: 1» ٠1‏ ثم نضيف هذين الحدين لنحصل على 2 » ثم نضيف الحدين الأخيرين لنحصل de‏ 
3 ثم نضيف الحدين الأخيرين لنحصل على 5» وهكذا: 


1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... 








a” — iH 
5 
و‎ _1 5 1-45 14,5 
x -x-1=0 المعادلة:‎ joie LÈ y j O AUIS -2ي‎ 7 q 7 um 


الصيغة الارتدادية لأعداد فيبوناشى (Recursive Formula for Fibonacci Numbers)‏ . تعرف أعداد 

فيبوناشي من خلال المعادلة الارتدادية التالية: 
F(n)=F(n-1)+F(n-2)‏ 

: (Initial Conditions) ¿Ls YI طان‎ A أكبر من‎ OA 
‚F(0)=F(1)=1 

الثلاثيات الفيثاغورية (Pythagorean Number Triples)‏ جميع الثلاثيات الفيثاغورية البدائية 
(a,b,c)‏ تعرف من خلال المعادلاات الوسيطية: .c=m +n «b=m -r «a=2mn‏ 
حيك Es Osh nım‏ ومختلفان في النوعية (زوجيء digo p‏ ويحققان المتباينة ۸ < 0. 
(3:4:5) هو أحد الأمثلة على الثلاثيات الفيثاغوريةء لاحظ Lal‏ أن هذه الأعداد تحقق نظرية 
فيثاغو رث للمثلثات القائمة الزاوية: =F‏ 4+ 3. 

دالة موبياس uln)=(-1) 64 (1)=! . (Mobius Function)‏ عندما تكون n‏ حاصل ضرب k‏ 
من الأعداد الأولية المختلفة» وغير ذلك تكون ‚uln)=0‏ 

صيغة التعاكس لموبياس (Mobius Inversion Formula)‏ . لیکن lode n‏ صحيحاً ¿Ll ge‏ إذا 
كان (5)4 2 = فان (n/a)‏ ررم عن ‚eln)=‏ 


١ 5 N 


نظرية. O°‏ لجميع الأعداد الصحيحة 122 

معادلة ديوفنتية خطية (Linear Diophentine Equation]‏ : ادا كانت Cath aca‏ أعداداً 
صحيحة موجبة» g OS a‏ هو القاسم المشترك الأكبر للعددين. فإن المعادلة (LT +by =r‏ ها حل 
في مجموعة الأعداد الصحيحة إذا وفقط إذا كانت و تقسم ع . 


is rd obrar + by = للمعادلة ع‎ init الخلول‎ sol 9 Yo) إذا كان‎ Las 
الكاملة للحلول تعطى من خلال المجموعة:‎ 


G + bi GU, — at/ 9) t is integer} 


(Ol ¿La مو‎ Laso lade n ادا كان‎ . (An Inequality for Factorials] مر وب‎ Li تطابقة‎ | 


2 


(n +1) 
۳ 
-51= 5.4.3.2.1 = 120 JA Lo على‎ on تشير إلى مضروب‎ n! حيث‎ 


n" <nl< 





التركيبات: 


نظرية. عدد تراكيب n‏ من الأشياء المختلفة مأخوذة ۾ في كل مرة» بدون إرجاع يساوي: 


Ae cer 


: (Symmetry Condition for Binomial Coefficients | لعامالات ذات الحدين‎ bled b JÄ 


5 e 
|k In—-—k 








١45‏ فن حل المسألة الرياضية 


نظرية. عدد تراكيب N‏ الأشياء المختلفة مأخوذة ‏ في كل مرة» مع السماح بالإرجاع 


k 





اا 


Halt ke ES إذا‎ : | Absorption / Extraction Identity | لاستخر ج‎ | E متطابقة الامتصاص‎ 








n an=] 
k| k|k—1 
فإن:‎ ek < 0 إذا كانت‎ . (Pascal's Identity) متطابقة باسكال‎ 
7 n—1 n—1 
ki | k a 














متطابقة المجاميع المتوازية | (Parallel Summation Identity‏ . إذا كانت () عد k‏ « فإن: 


o) 
ol: 


n + kK +1 
k 


n+k 
k 


n 2 
2 


n +1 
1 


























f (Sums of Products Identity) متطابقة 9¿ الحداءات‎ 
PR; S S 8 
| Zu | | — 
| 1[|72-- 1 n—2 0 
, (Trinomial Revision Identity) متطابقة مراجعة ثلاثى الحروى‎ 
n—k 
m — ki 


Öl mus lade k كانت‎ la). (Upper Negation Identity | متطابقة النفى الأعلى‎ 


pues 


+3 


Tl 
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سےا 


l (Upper Summation Identity) متطابقة المجموع الأعلى‎ 









































0 1 2 n n +1 
+ + ...ا‎ | = 
lm} Im| jm m m +1 
.(Binomial Theorem) نظر ية ذات الحدين‎ 
n — n k nk 
(2+y) =d |, |" 
k=O) 5 
إذا كانت‎ . [Newton's General Binomial Theorem} نظرية دات الحدين العامة لنيوتن‎ 
فان:‎ 6 z = 1 
x مم لج«‎ - 1| _ = 
> x" =(1-2) 
k=0 n | 





مبدأ برج (Pigeonhole Principle FH‏ . )13 وضعنا )1+ (nk‏ من الحمام Obey ná kel‏ 
يرجأ واحدأً على الأقل سيحتوي على (EHI)‏ من elh‏ 
الأعداد المضلعة _(Polygonal Numbers)‏ العدد المضلع K‏ ذو الترتيب an n‏ صن 
خلال العلاقة: 
5 
*=n+(k-2‏ 
Sim (af)‏ 


من الأمثلة على الأعداد المضاعة الأعداد المثلثة» والأعداد المربعة» والأعداد ¿dl‏ 


أعداد كاتالان (Catalan Numbers)‏ . تعرف أعداد كاتالان کا يل : 











ومن تم فإن متتالية كاتالان هي المتتالية: 


L 12:9, 14 42. م‎ 


۱۹۸ فن حل المسألة الرياضية 


W‏ خو (1,2.....n] ds‏ بحيث لا يو جد أي AS ga‏ جزئية في العائلة تحتوي على is pat‏ جزئية أخرى. 


ns 








hy? 


حيث |7/2] هي الأرضية ل 2/” 


التوبولوجي والتحليل: 

نظرية رول .(Roll's Theorem)‏ لتكن f(x)‏ دالة معرفة من الفترة المغلقة loo]‏ إلى de got‏ 
الأعداد الحقيقية: ۴ + |[ of?‏ ولتكن Mo f(x)‏ متصلة عل الفترة المغلقة foo]‏ وقابلة للاشتقاق على 
الفترة المفتوحة .(@b)‏ إذا كانت fla) = Fb)‏ » فإنه يوجد عدد CE (ab)‏ بحيث 0= )7 . 

نظرية القيمة المتطرفة (القصوى) (Extreme Value Theorem)‏ . إذا كانت f(x)‏ دالة متصلة على 
الفترة المغلقة edab)‏ فإنه يوجد أعداد حقيقية die‏ في 578 )00( Lo‏ 


fe) < f(x) < fa) 


dla 2 2-5 

نظرية القيمة الوسطية „(Intermediate Value Theorem)‏ إذا كانت f(T)‏ دالة متصلة على 
الفترة [a,b]‏ وإذا ab ¿F(0) <y < fla) ) fa) <y<flb) cols‏ يوجد عدد C‏ 
ينتمي للفترة المفتوحة )05( بحيث =y‏ (6)/ . 

نظرية القيمة الوسطى (Mean — Value Theorem)‏ . لتكن f(x)‏ دالة معرفة من الفترة المغلقة 
la]‏ إلى de oz‏ الأعداد الحقيقية: SR‏ |0 |: /, ولتكن F(T)‏ دالة متصلة على الفترة المغلقة [al‏ 
وقابلة للاشتقاق le‏ الفترة المفتوحة (61). إذا كانت e Ra) = flO)‏ فإنه يو جد عدد [68)© © بحيث: 


الملااحق 144 


نظرية بولزانو (Bolzano's Theorem)‏ . لتكن F(T)‏ دالة متصلة عل الفترة المغلقة ]4.5[ إذا كان 
f(b) fa)‏ متضادين (متعاكسين) في ELEY‏ فإنه يوجد نقطة © تقع بين © و 0 بحيث 0-0)/. 


اتصال كثيرات الحدود .(Continuity of Polynomials)‏ كثيرات الحدود متصلة lew dgl‏ 
P(x)‏ 5 
الدوال النسبية Gay‏ تكون [Slo‏ متصلة lo‏ عدا عند النقاط التى تكون عندها 7900-0 . 
الطندسة: 


نظرية. مساحة المثلث الذي ارتفاعه h‏ وطول قاعدته 6 تساوي: 
1 
A=-bh‏ 
2 
نظرية. ليكن ا مثلث T‏ فيه ضلعين طول أحدهما م وطول الآخر 0 . إذا كان قياس الزاوية 
المحصورة بين الضلعين b ag‏ يساوي 7 : فان مساحة المثلث T‏ تساوى 
| 1 
A= dd‏ 


صيغة هيرون .(Heron's Formula)‏ لتكن أطول أضلاع المثلث T‏ هي: cb ca‏ ع. إذا 


a+b+e 


كانت 7 *هى نصف محيط المثلث. فإن مساحة TEJAS‏ تساوي: 











نظرية. القطعة المستقيمة الواصلة بين منتتصفي ضلعين في المثلث توازي الضلع الثالث. 

نظرية الرباعى الدائري | [Cyclic Quadrilateral Theorem‏ . يكون الشكل الرباعي EJ Gl‏ 
وفقط إذا كان مجموع كل زاويتين متقابلتين يساوي 180° 

نظرية الزاوية المقابلة „(Subtended Angle Theorem)‏ الزاوية المركزية تساوي ضعف الزاوية 
ll el‏ كه سياق ¿a‏ 

نظرية bla‏ الكرة (Spherical Points Theorem)‏ . )15 كان لدينا أربع نقاط Y‏ تقع جميعها على 
مستوى واحدء فإنه يوجد كرة وحيدة تحوي النقاط الأربعة. 


Yor‏ فن حل المسألة الرياضية 


الملحق O‏ التكتيكات الرياضية 

يوجد العديد من التكتيكات الرياضية التي dole‏ ما تستخدم في حل المسائل الرياضية» ds‏ 
القائمة المرجعية التالية تجد بعضاً من أشهر هذه التكتيكات. 

-١‏ انظر إلى الحالات الصغيرة ‚(Look at Small Cases)‏ قم ببعض الحسابات من خلال 
استخدام أرقام صغيرة» أو قيم صغيرة للمتغيرات» وذلك لكي تصبح على ألفة بالمسألة. 

„(Look at Special and Extreme Cases) انظر إلى الحالات الخاصة والحالات المتطرفة‎ y 
افحص الحالات الخاصة» والمتطرفة» والقصوى» مثل: الصفرء والواحدء واللانهاية.‎ 

غاب sl‏ الحسابات واحصل على البيانات ps ‚(Do Computations and Generate Data)‏ 
حسابات رقمية بحيث نحصل على كمية من البيانات تساعدك على اكتشاف نمط ما في هذه البيانات. 

-é‏ انظر إلى مسألة أسهل „(Look at Simpler Problem)‏ إذا كانت المسألة المعطاة من الصعب 
حلهاء حاول أن تحل حالة خاصة منها بحيث تكون أسهل وأسط من المسألة الأصلية وتساعد على حلها. 

ULA إذا وجدت صعوبة في حل‎ „(Look at a Related Problem) انظر إلى مسألة مشاببة‎ o 
التي أمامك» حاول أن تغيرها أو تعدها إلى مسألة أبسط يمكن أن تحلها بسهولة» حيث إن حل مسألة‎ 
مشاهة وأسهل يعطيك رؤية أفضل لحل المسألة الأصعب.‎ 

"- حل مسألة أكثر عمومية .(Solve a More General Problem)‏ حاول حل مسألة أكثر 
عمومية تتضمن مسألتك كحالة خاصة. 

-V‏ فرق تسد .(Divide and Conquer)‏ قسم المسألة التي أمامك إلى حالات منفصلة» ثم حل كل 
> على حدة. 

Sul -A‏ عن التہاٹل Soul (Look for Symmetry)‏ عن التماثل الذي يمكن أن تستفيد منه في 
المسألة. إذا كانت المسألة لا تتضمن تماثلات واضحة؛ حاول إيجاد Pla‏ من خلال إضافة ميزة أو 
تر کیب مساعد. 


MON AM 


سےا 


4- ابحث عن اللامتغيرات (Invariants)‏ اللامتغير هو خاصية ما في المسألة لا تتغير. النوع 
(فردي أو زوجي) هو أحد الأنواع الشائعة للامتغيرات. إذا احتوت DLA‏ على أحد اللامتغيرات 
فاختر اللامتغير الذي يسهل حله. 

:)- حل jk LLI‏ دو >¿ JU vr (Solve the Dual Problem)‏ لما نسخ متناظر 3( وف 
بعض الحالات تكون النسخ المتناظرة متطابقة» فمثلاً تثبيت مساحة منحنى مغلق بسيط وتصغير 
محيطه. تكافئ المسألة المتعلقة بتثبيت المحيط وتعظيم المساحة. 

-1١‏ حل المسألة المكملة (Solve the Complementary Problem)‏ . بعض المسائل لما مسائل 
ALS:‏ في الاحتالات مثلاً احتمال وقوع الحدث A‏ يعبر عنه ب P(A)‏ وهو يساوي el- P|- A)‏ حيث 
Pl- A)‏ يعبر عن احتمالية عدم وقوع الحدث 4 . 


Y‏ انظر إلى التكافؤ (Consider Parity)‏ . ادرس الحالات الزوجية والفردية بشكل منفصل. 
هل التكافؤ محفوظ آم ثابت؟ 

- رتب الأشياء أو الأرقام | ‚(Order the Object or Numbers‏ قم Lo I Jä‏ أو الأرقام 
م خلال استخدام ر دیبا منطقي› وافحص Lal e Y IL!‏ فة عند Lil‏ الطرفية (نقاط الانتهاء). 
هل أكبر أو أصغر عدد يمتلك خاصية معينة؟ 


_(Rearrange the Objects or Group them in Pairs) ترتيب ونجميع الأشياء‎ er 
حاول إعادة ترتيب الأشياء أو الأرقام أو حاول تجميعهم على شكل أزواج خاصة اعتماداً على خاصية‎ 
معينة. هل تستطيع تجميع الأشياء أو الأرقام.‎ 

-٠١‏ انظر إلى المتناقضات المتعاكسة .(Consider Polar Opposites)‏ خذ بعين الاعتبار 
المتناقضات المتعاكسة مثل الأعداد "الموجبة" و"السالبة". ماذا يحدث إذا كانت 0 >> EL‏ ماذا bue‏ 
less)!‏ 

5 انظر إلى المقلوب ait. (Consider Reciprocals)‏ إذا كنت تستطيع تعديل المسألة من خلال 
أخذ المقلوب لبعض المتغيرات أو المعلمات (parameters)‏ في المسألة» فمثلاً مقلوب y‏ هو 2 / 1. 


Ya Y‏ فن حل المسألة الرياضية 


\V‏ ثم بتحلیل كثيرات الحدود | j [Factor Polynomials‏ حاول ol‏ محلل ws‏ | الحدود. 

A‏ غير الأساس للعدد „(Change Number Bases)‏ انظر ماذا يحدث إذا قمت بتغيير أساس 
العدد. على سبيل المثال انظر ماذا يحدث إذا نظرت للأعداد من خلال الأساس 2 (النظام الثنائي). 

14 حلل الأعداد الصحيحة المو is‏ إلى عو املها الأو (Prime Factorize Positive Integers A‏ , 
حلل الأعداد الصحيحة الموجبة في المسألة إلى عواملها الأولية للكشف عن BIN‏ المخفية المحتملة. 

-Y $‏ استخدم المتباينات (Use Inequalities)‏ مسائل الأمثلية Sale‏ يمكن حلها باستخدام 
المتباينات مثل متباينة الوسط الحسابي - الهندمي أو متباينة كوشي - شوارز. إذا لم تستطع إيجاد حل 
دقيق للمسألةء فالمتباينات يمكن of‏ تعطيك حدًا أعلى أو أدنى هذا الحل. 

) 7- جد متو سط البيانات als (Average the data)‏ كانت البيانات أو الأرقام المنفردة مسبعثرة وعر 
منظمة حاول أن تجد متوسط البيانات» فا لتو سط أحياناً يعطيك معلومات أفضل من البيانات الأصلية. 

5 (Look for Your Numbers in Pascal's Triangle) باسكال‎ ls E قامك‎ N ابحث عن‎ -YY 
ما يقترح حلا‎ UE بالنسبة للمسائل المتعلقة بالتوافيق» ابحث عن أرقامك في مثلث باسكال» وهذا‎ 

dilo أي حل فيزيائى صحيح لسألة‎ : (Use Dimensional Analysis) استخدم التحليل البعدى‎ f 
ما يستطيع أن يزودنا بالشكل المناسب للحل.‎ [Slo يجب أن يكون صحيح الأبعاد. التحليل البعدي‎ 

4 حول الدوال غير المنطية إلى دوال خطية | Linearize Nonlinear Functions‏ | :ال للدوال غير 
ا لخطيةء حاول الاستعانة بالتقريبات الخطية ها (مثلاً من خلال معادلة المماس أو تقريبات المستوى) 

sis -Yo‏ المتطابقات „(Remember Algebraic Identities) 4 „I‏ من الممكن دائياً الاستعانة 
بالمتطابقات الجبرية لحل المسائل الرياضية الصعبة. 

71- استخدم اللوغاريتيات للتخلص من الأسس | (sls „(Use Logarithms to Chop down Exponents‏ 
La‏ تستخدم اللوغاريتيات للتخلص ¿e‏ | 5 يمكن استخدامها aks sole Y‏ الأعداد الكبيرة أو 
الصغيرة بطريقة أكثر سهولة» ويمكن استخدامها أيضاً لتحويل مسائل al‏ إلى مسائل جمع والعكس. 


ef Ml 


h 


, (Try Iteration and Back - Substitution) حاول أن تستخدم التكرار والتعويض للخلف‎ -Yy 
أحياناً يمكن لك أن تحل معادلة من خلال استخدام التعويض للخلف. أو من خلال تخمين قيمة معينة‎ 
والتعويض ف المعادلة المعطاة بشكل متكرر.‎ 

, (Consider One Object as a“Special "Object "ió | wep العناصر باعتباره‎ u is -YA 
ما يمكن اشتقاقها من خلال اعتبار أحد العناصر في المجموعة‎ (glo العلاقات الارتدادية في التركيبات‎ 
"عنصرا خاصا"» ثم قسم المسألة إلى حالتين مختلفتين: الحالة الأولى تحتوي على العنصر الخاص» فيم‎ 
الحالة الثانية لا حتريه.‎ 

۹- شكل نسب رقمية „(Form Numerical Ratios)‏ شكل نسبة للكميات التي تبقى ثابتة 
عندما تغير المسألة مقياسها. 

٠“‏ انظر إلى التشابه والتناسب (Look for Similarity and Proportionality)‏ العديد من 
المسائل الهندسية يمكن حلها من خلال البحث عن المثلثات المتشاءبة أو المتطابقةء وفيا يتعلق بالمسائل 
العددية حاول (sls‏ البحث عن الكميات المتناسية. 

\7- استخدم العد المزدوج La dale . (Use Double Counting]‏ یتم إسات ao‏ المتطابقات 


٤‏ فن حل المسألة الرياضية 


الملحق |2): توصيات للمزيد من القراءة 

يوجد العديد من الكتب المميزة في حل المسائل andl J‏ في القائمة التالية جد de got‏ من 
الكتب التي أقدرها بشكل كبير. إذا كنت حديث العهد بفن حل المسائل الرياضية GE‏ أنصحك أن 
has‏ بقراءة الكتاب الكلاسيكي لجورج .(How to Solve It) (George Polya) LS y‏ 
Barbeau, Kalmkin, and Moser, 500 Mathematical Challenge, The Mathematical Association‏ .1 


of America, Washington, D, C, 1995, 


2. Fomin, D., Genkin, S., and Itenberg, I., Mathematical Circles (Russian Experience), 
American mathematical Society, Providence, Rhode Island, 1996, 


3. Larson, L. C., Problem — Solving Through Problems, Springer Verlag, New York, N, Y., 
1983. 


4. Lozansky, E., and Rousseau, C., Winning Solutions, Springer Verlag, New York, N, Y., 
1996. 


5. Polya, G., How to Solve it, 2", Ed., Princeton University Press, Princeton, N. J., 1957. 


6. Polya, G., and Kilpatrick, J., The Stanford Mathematics Problem Book, Dover Publications, 
Inc., Mineola, New York, 2009. 


7. Posmantier, A. 5., and Lehman, 1., Mathematical Curiosities, Prometheus Books, Amherst, 


New York, 2014. 
8. Trigg C. W., Mathematical Quickies, Dover Puplications, Inc., New York, N. Y., 1985, 
9. Zeits, P., The Art and Craft of Problem Solving, John Wiley & Sons, New York, N. Y., 1999, 


مصادر المسائل 


المسائل الواردة في هذا الكتاب تشكل مجموعتي الخاصة» لقد قمت بتجميع المسائل الرياضية 
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